








Journal 


für die 
reine und angewandte Mathematik 


gegründet von A. L. Urelle 1826. 





Herausgegeben 


unter Mitwirkung der Herren 


Frobenius, Hettner, Knoblauch, Lampe, Schottky, Schwarz 


von 


K. Hensel. 


Mit tätiger Beförderung hoher Königlich Preußischer Behörden. 


Band 138. 


In vier Heften. 





Berlin, 
W.35, Lützowstraße 107/8. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 


1910. 















Inhaltsverzeichnis des Bandes 138. 


Faber, G., Über die Newtonsche Näherungsformel . 

Fejer, L., Lebesguesche Konstanten und divergente Fourierreihen . 

Fraenkel, A., Die Berechnung des Osterfestes 

Hettner, G., Die Gleichung der Schwarzschen Minimalfläche in ie 26 
sammenhange mit den hyperelliptischen Thetafunktionen 

Horn, J., Über das Verhalten der Integrale linearer Differenzen- und 
Differentialgleichungen für große Werte der Veränderlichen 

Jung, H. W. E., Zur Theorie der Kurvenscharen auf einer algebraischen Fläche 

_ — Über die Cremonasche Transformation der Ebene . 

Knopp, K., Grenzwerte von Dirichletschen Reihen bei der Annäherung an 
die Konvergenzgrenze er 

Koebe, P., Über die Uniformisierung beliebiger analytischet Kurven. 
Erster Teil: Das allgemeine Uniformisierungsprinzip . 

Thome, L.W., Über eine Anwendung der Theorie der simultanen linearen 
Differentialgleichungen auf partielle Differentialgleichungen. 

Thue, A., Ein Fundamentaltheorem zur Bestimmung von Annäherungswerten 
aller Wurzeln gewisser ganzer Funktionen 


Seite 


Bi 21 
22— 53 
133—146 
54— 16 
159—191 
T— 3 
255—318 
109—132 
192— 253 
147—158 
96—108 



















Über die Newtonsche Näherungsformel. 
Von Herrn @. Faber in Tübingen. 





Die folgenden Ausführungen sollen teils zur Ergänzung, teils zur 
Vereinfachung der Theorie der Newtonschen Näherungsformel einen Beitrag 
liefern. Die Untersuchung wird der Hauptsache nach für Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen geführt; jedoch wird auch auf die Besonderheiten 
des reellen Gebiets vielfach eingegangen. 


1. Vorbemerkung. 


Es sei eine Gleichung /(x)=0 vorgelegt; f(x) werde der Einfach- 
heit halber als analytische Funktion vorausgesetzt, solange diese Voraus- 
setzung nicht ausdrücklich durch eine andere ersetzt wird. x, sei eine 
willkürliche reelle oder komplexe Zahl; wir bezeichnen sie als den ersten 
Näherungswert; aus diesem erhalten wir in bekannter Weise den zweiten 
Näherungswert 2, durch die Gleichung 


(1.) .=-hı-75 


und allgemein erhalten wir den :-ten Näherungswert z, aus dem («—1)-ten 


durch die Gleichung 
(2.) Re f (d-ı ) 


Die nächsten und wichtigsten Fragen sind dann die folgenden: 
Erstens: Existiert ein Grenzwert 


(3.) z=lım 2? 


I=o 


Zweitens: Ist in diesem Falle x eine Nullstelle der Funktion f(x)? 
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Da von den unendlichen Algorithmen die Reihen uns am geläufigsten 
sind, setzen wir den zu untersuchenden Grenzausdruck auf der rechten 
Seite von (3.) in die Form der unendlichen Reihe: 


(4.) | % + (%—%) + (&3—%s) ++» 


oder 
(4.) utWtWtr-, 
wo u,—x, und für >1 u„w=x,—x,_, gesetzt ist. 


Wenn einer der Näherungswerte x, Nullstelle von ia) also Null- 


| f(«) 
stelle von f(x) oder Unendlichkeitsstelle von f’(x) ist, so ist offenbar 
%=%ı1 =%,9 ==. Dieser Fall uneigentlicher Konvergenz bietet weiter 


kein Interesse und wird vm folgenden ausgeschlossen. 

Indem ich die Untersuchung der ersten der obigen Fragen den 
nächsten Abschnitten vorbehalte, gehe ich zuerst auf die zweite ein, mache 
also die Voraussetzung, daß das Verfahren nach einer bestimmten endlichen 


Zahl x eigentlich konvergiere; dann ist lim «=lim Ba =0; r=lmz, 
ist also entweder eine Nullstelle der Funktion A oder eine Stelle, an der 
I( 


7 . keinen bestimmten Wert annimmt. Daß der letztere Fall tatsächlich ein- 


treten kann, ist leicht einzusehen. Man kann z. B. eine Funktion f(x) mit 
der einen wesentlich singulären Stelle «=0 konstruieren, welche an jeder 


Stelle = (v=1,2...) den Wert 1 annimmt, während (5) allemal 


Yr 
gleich 2”*' ist. Geht man nun von der ersten Näherung n=2 aus, SO 
ergibt sich n=4; = also <=lim z,=0, ohne daß BE oder gar 


f(x) für &=0 der Null zustreben würde. 
Die zweite Möglichkeit ist die, daß an der Stelle x, nach der das 


Verfahren konvergiert, iz einen bestimmten Wert, also wegen der voraus- 
sesetzten Konvergenz den Wert Null (= lim A) annimmt; die Stelle 


nag eine Verzweigungsstelle endlicher*) Ordnung oder eine unverzweigte 


*), Auf Verzweigungsstellen unendlich hoher Ordnung, in deren Umgebung 
as Verhalten einer analytischen Funktion noch nicht genügend untersucht ist, gehe 
ch nicht ein. 
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Stelle der Funktion f(x) sein. Es wäre dann zunächst denkbar, daß x 


entweder eine Nullstelle von f(x) oder eine solche von 7 


könnte beispielsweise an /(x)= Vet 1, z=0 denken.) Doch wird sich der 
letztere Fall als unmöglich herausstellen (s. $ 3), also: Wenn die Newton sche 
Näherungsformel nach einer regulären Stelle oder algebraischen Verzweigungs- 
stelle x der analytischen Funktion f(x) konvergiert, so ist x eine Nullstelle 


wäre. (Man 


von f(x). 

Naturgemäß erhebt sich nun die Frage, unter welchen Voraus- 
setzungen für eine nicht analytische, stetige, differenzierbare Funktion f(x) 
ebenso der Satz gilt, daß die durch Konvergenz der Newtonschen Methode 
gefundene Stelle x eine Nullstelle von f(x) ist. 

Man betrachte zunächst die vorhin gebildete Funktion f(x), die 


an den Stellen = 2 stets gleich 1 ist, während f’ (>)=?* ' ist; man kann 
annehmen, daß diese Funktion für alle reellen « stetig ist und daß sie 
auch für alle x außer für &=0 einen endlichen stetigen Differential- 
quotienten besitzt. Man sieht also an diesem Beispiel, daß die soeben 
ausgesprochenen Bedingungen nicht genügen, damit die von der konver- 
genten Newtonschen Näherungsiormel gelieferte Stelle x eine Nullstelle der 
stetigen Funktion f(x) sei; doch genügt es, die weitere Voraussetzung zu 
machen, daß f(x) in der Umgebung der Stelle x nicht unendlich viele 
Maxima und Minima besitze. Angenommen diese Bedingungen seien 
erfüllt und die Newtonsche Näherungsmethode konvergiere nach x, es sei 
aber f(x)#+0, sondern etwa =1. Sind dann x, und x, zwei auf der 
gleichen Seite von x gelegene Werte der Umgebung von x, so ergibt sich 
(23 f(x 
Ks Te 1 


vergiert die linke Seite nach log f(x,); das Integral auf der rechten Seite 


log Läßt man hier x, nach x konvergieren, so kon- 


muß daher für z,=z einen Sinn behalten, trotzdem der Integrand dem 


absoluten Betrage nach beliebig groß wird, da ja lim (9 _o ist. Daraus 


i=o j (2) 
folgt dann mit Benutzung der zuletzt noch gemachten Bedingung, daß 


Fl. 
lim #7 a al _ 0 sein muß*). Es gibt also eine Umgebung der Stelle 





z=I 





*) Pringsheim, Math. Ann. Bd. 37, S. 593. 
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x=x, die durch x—x)<Ze bezeichnet sein möge, für welche = re 76) >2 
ist. Liegt nun der ?-te Näherungswert x, in dieser Umgebung, so ist 
2-5 — ver 
| a en a) 
a 1100] 


>a—7 

d.h. &,,, liegt weiter entfernt von & als x; ist |,,,—x| noch nicht 
>e, so ist auch %,,5—2 > %,,1— x usw.; die Näherungswerte z,.,, %42--- 
entfernen sich also, sobald einmal einer in die durch die Ungleichung 
x—x|<e bezeichnete Umgebung der Stelle z gelangt ist, von letzterer 
Stelle mindestens so lange, bis ein Näherungswert außerhalb jener Umgebung 
fällt. Damit ist gezeigt, daß die Newtonsche Methode unter den gemachten 
Annahmen nicht nach z konvergieren kann, daß also der von der New- 
tonschen Näherungsmethode gelieferte Grenzwert stets eine Nullstelle der 
reellen Funktion f(x) sein muß, falls nur f(x) und f(x) die angegebenen 
Bedingungen erfüllen. 


2. Konvergenzuntersuchung. 


Es handle sich jetzt wieder um analytische Funktionen. Um die 
Konvergenz der Newtonschen Näherungsmethode zu untersuchen, bilde man 
den Quotienten zweier aufeinanderfolgender Glieder der Reihe (4): 


Uni _ Int In (tn) , m ‘a Hanı- a). in-ı) 














Un In — In—1 Fan), ie) - f (2 zaprhe ke)) P(n—ı) 


(&n—) 
Auf diesen Quotienten wollen wir den Darbouxschen Mittelwertsatz für 
Funktionen einer komplexen Veränderlichen anwenden, der besagt, daß 


(6.) F(a+h)=F(a)+ihF’(a+9h) (0<I<1,|i<I) 
ist. Vorausgesetzt ist dabei, daß für alle x der Strecke von a bis a+h der 


Differentialquotient F’(x) eindeutig und endlich ist, wodurch nicht ausge- 
schlossen ist, daß auf jener Strecke eine Verzweigungsstelle der Funktion 


(5.) 


FR 
F (x) liegt (z.B. F(x)=Yx*, a=—1, h=2). Singuläre Stellen zwischen a 
| und a+h kann man auch dadurch umgehen, daß man den Darbouzschen 
Mittelwertsatz folgendermaßen modifiziert: Man verbinde «a mit «+ h durch 
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eine Kurve von der Länge s= h+e; dann gilt die Beziehung (6.) in der 
veränderten Auffassung, daß man unter a+Yh eine Stelle jener Kurve 
und unter A eine komplexe Zahl zu verstehen hat, die dem absoluten 


Betrage nach < n ist. Für unsere Zwecke empfiehlt sich statt (6.) eine 


andere Form des Mittelwertsatzes, die man aus (6.) erhält, wenn man 
für F(a+h) die Funktion F(a+h)—(a+h) substituiert; dann erhält man: 


F(a+h)—(a+h)=F(a)—a+/h(F’(a+3h)—1) 





oder 
(7.) F(a+h)=F(a)+Ah(Ffa+93h)—1)+h. 
f(® £) ai on (n—ı) 
Wendet man diese Form auf F(x)= Fa Tin h=— OR Yase 


so ergibt sıch 


: / ( ud) 
a a) _ Mar) 


f (In1— Man-ı) \ =) u. (n—ı) 




















u & au e 
(In—ı) (In—ı) 
Mn-ı) of at fan yf hg fin) )  Man-ı) 
Ba (&n-ı) m) 1 ni)’ 
E [ (9 Man-ı )) % 





also 
Unti__ In +1 In u . fan-ı + + Hm —In-1)) )f’ (m—ı + Ilm — In—1 )) 


(9.) ur [lan + Hm —m—ı))P 








Nun konvergiert aber nach einem bekannten Cauchyschen Satze die un- 


endliche Reihe Eu, absolut, wenn lim “"+" <ı ist. Hieraus und aus (9.) 


n=o | Un 


ergibt sich nun leicht der Beweis des folgenden Satzes: 
Existiert eine positiwe Zahl «<-1 der Art, daß innerhalb des um den 


Punkt x, der komplexen Ebene mit dem Radius R= 1_KO)| geschriebenen 


’ Nass aıf(® 2) 
Kreises K 
I) F(@) 
10. | 
er. Tea | =° 
ist, so konvergiert die Newtonsche Näherungsmethode mit dem ersten Nähe- 
rungswert x, nach einer innerhalb K gelegenen Nullstelle von (x). 








Da %,—2,= a <{E ist, liegt der Punkt x, innerhalb des Kreises X, 


und es ist daher wegen (9.), (10.): 
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Be, 
Fa 1) 





—<|n— 
demnach 
X —%< %—L, + 0% — |< va Er (e+ 1), 
% 


d. h. x, liegt auch innerhalb X, deshalb ist 


Lu —L, < 03—L, a<ı 





also 
4—L << mL; + %—L, + 1% —8, < a (@’+ @+1l), 
d.h. z, liegt innerhalb X; allgemein ergibt sich so: 
|<, Pr e”', d.h. z,,, innerhalb X, 


so daß also die Reihe (4.) nach den gemachten Voraussetzungen konvergiert 


(sie hat die Reihe (l+e@e+a®+.».) zur Majorante ) und zwar nach 


fa) 
einer Zahl x, die innerhalb von K liegt und Nullstelle von a ie ist. 


Der Beweis gilt übrigens nicht nur für den zunächst vorausgesetzten 
Fall, daß f(x) sich innerhalb X regulär verhält, sondern auch wenn inner- 
halb X algebraische Verzweigungsstellen liegen; der Kreis K ist dann über 
mehrere Blätter der Riemannschen Fläche für f(x) zu erstrecken; daß auch 


/(«) 


in diesem Falle x Nullstelle von f(x), nicht nur von 7@) ist, folgt aus 





den Entwicklungen des nächsten Paragraphen. 
Im reellen Gebiet genügt es, statt des analytischen Charakters zwei- 
malige Differenzierbarkeit der Funktion f(x) vorauszusetzen; man gelangt 


hier, wenn man noch « =; annimmt, zu folgender Aussage, die in vielen 


Fällen geeignet ist, den Rechner schon nach der Berechnung des zweiten 
Näherungswertes x, von der schließlichen Konvergenz des Verfahrens zu 
überzeugen: 

Das Newtonsche Verfahren Fe En ‚ sobald zwischen x, und 


a—2 r n der Quotient l nm. ) <; t, nach einer zwischen x, und 


u—2 E " gelegenen Nullstelle von f(x). 
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Ferner ergibt sich folgender Satz: 
Ist x eine reguläre oder eine algebraische Verzweigungsstelle der analy- 


tischen Funktion f(x), vst I = =0 und jr und <ı, so existiert eine 


gewisse Umgebung S der Stelle x der Art, daß die Newtonsche Näherungs- 
methode nach x konvergiert, sobald der erste Näherungswert x, beliebig inner- 


halb S gewählt wurde; ist dagegen | A er >1, so kann die Newtonsche 


Näherungsmethode nie nach x konvergieren. (Der triviale Fallzx=2,=x,,,= 
wurde ausdrücklich ausgeschlossen.) Ich beweise zuerst den ersten Teil 
des Satzes; es existiert dann um den Punkt x ein Kreis mit dem Radius R, 
If) 
Ko 
_Nullstelle der Funktion I@ liegt; ferner existiert ein Kreis mit dem Radius r 


f(«) 
um &, innerhalb dessen — 1@)| <2 — ist, und es ist erlaubt <<. 


1—a | fa) 


vorauszusetzen. Nimmt man nun EN des letzteren Kreises x, will- 
kürlich an, so ist innerhalb des um x, beschriebenen Kreises mit dem Radius 


innerhalb dessen '<eo<<l ist und innerhalb dessen außer x keine 








a Ka) one KO 
I Fe) der Quotient (Fo '<e, also konvergiert nach dem an 


von 8. 5 die Newtonsche Näherungsmethode nach einer Nullstelle von Fa)’ 


die mit x identisch sein muß, da das Verfahren nie außerhalb des Kreises 
mit dem Radius R hinausführt und da innerhalb dieses Kreises x die ein- 


zıge Nullstelle ist. Ist dagegen er >1, so führt die Annahme, daß 


die Newtonsche Näherungsmethode nach x konvergiert, auf einen Wider- 
spruch; es müßte nämlich wegen der Stetigkeit und gleichmäßigen Diffe- 
renzierbarkeit analytischer Funktionen von einer bestimmten Zahl n ab 


M(n—ı+h) (n—ı) 
fi In—1 +h) Ta) 


und für genügend kleine Werte von A der Quotient - Tem 

sich von 1— ! nz beliebig wenig unterscheiden (bzw. beliebig groß sein, 

falls IT Ku 2 oo ist), und da ja im Falle der Konvergenz lim Ka) _o 
f@ )) n=® ni) 


N (&n—ı) 


ist, kann man h= Een, setzen, und es müßte 
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M&n—ı) 
(m \ P- ) lan) 
f (2 FE a) ni) 

















sn )= 0 an 
u Ta) Ira 
ni) 


sein, d. h. es wäre lim “+! IE) (®) 


u 5 (FE 
größer als 1, was der Annahme, daß Konvergenz stattfindet, widerspricht. 
Aus der zuletzt gemachten Bemerkung, daß im Falle der Konvergenz 
10°. - Un+ı _ HE) (®) 
non nn 
ist, sollen nun bezüglich des Grades der Konvergenz weitere Folgerungen 
gezogen werden. 








‚ also dem absoluten Betrage nach 








3. Grad der Konvergenz. 


Ich nehme an, x sei ein Verzweigungspunkt, in dem g Blätter 
zusammenhängen, f(x) sei also in der Umgebung von x eine eindeutige 
1 


Funktion p(t) von t=(z—x)?, die im Punkte {=0 höchstens eine außer- 
wesentlich singuläre Stelle hat. Wenn f(x) endlich und von Null ver- 


I) 


schieden ist, wird, wie man leicht sieht, entweder fG a) + oder zum 


mindesten = oo, jedenfalls kann dann die Newtonsche Methode 
nicht nach £ konvergieren. Ich betrachte nun den Fall, daß f(z)=0 


oder = x ist: 
1.) Ka)=als-ay +, 
wo die nicht ausgeschriebenen Glieder höhere Exponenten als p haben und 


p rational #0 ist; p=1 wird einstweilen ausgeschlossen. Es ergibt sich 


Ka) @)__ —_ im "Hu_P—1 








(Fix 2)” n=® Un ir p 
Damit die Newtonsche Methode nach konvergieren kann, enß nach 
dem vorigen NSatze P<ı, also P>5 sein. Ob im Falle p=5 — Kon- 


vergenz möglich ist, bleibe dahingestellt; daß dagegen Divergenz BEE 
kann, wie auch die erste Näherung x, gewählt sei, zeigt schon das Bei- 
spiel f(x2)=Vx, £=0, bei welchem sich immer \x,,, = x, ergibt. 
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Nennt man noch x eine Nullstelle von der Ordnung «, wenn 
f{z)=a(2—x)°+.-- ist, dann kann man nunmehr folgendes Resultat 
aussprechen 

Ist z eine unverzweigte oder algebraisch verzweigte Stelle der ana- 
Iytischen Funktion f(x), so konvergiert die Newtonsche Näherungsmethode nie 


nach x, wenn f(z)+0 dder wenn f(z)=0 von einer Ordnung <;z ist ; 


wird dagegen f(x) von’ einer Ordnung >; gleich Null, so ezistiert eine 


gewisse Umgebung S der Stelle x der Art, daß die Newtonsche Näherungs- 
methode nach x konvergiert, sobald die erste Näherung x, wülkürlich inner- 


halb S gewählt wurde. Ist «+1, so ist die Konvergenz von der Art der- 
In+1 In — Koaue 1 


jenigen der geometrischen Reihe 2 % _ 44 Da lim - = ——- reell 


1 a no In Iin—1 a 


ist, weicht die Verbindungslinie der Punkte x,., und x, schließlich beliebig 
wenig von derjenigen der Punkte x, und x,_, ab; man zeigt leicht, daß so- 
gar sämtliche Punkte x,, In;ı, Inı2,...% für genügend großes n mit beliebiger 
Annäherung in eine Gerade fallen. Ist die Ordnung « der Nullstelle x größer 





als 1, so ist der Quotient T für genügend großes n angenähert positiv (d.h. 


Un+1 


der über den Imaginärteil überwiegende Realteil von ist größer als 0), ist 


n 


dagegen «<Z1, so est jener Realteil negativ; im ersteren Fall geschieht die 
Annäherung an x immer von derselben Seite her, im letzteren liegt = 
zwischen x, und z,.ı- 

Die Konvergenz ist eine um so bessere, je näher die Ordnung « 
der Nullstelle x der Einheit liegt; ist @=1, was der praktisch wichtigste 
Fall ist, so ist die Konvergenz stärker, wie die irgendeiner geometrischen 
Progression. Diesen Fall will ich nunmehr näher untersuchen. Setzt 
man wieder z—ız=t, so ist jetzt f(x)=at+bt!’’+... (y>0), also 
(x)=a+b(1+y)P+.--, 


(12. ) En =t— ayir en, PER... c+t—t+ Ayüttten, 








re f(=) 
’.. I@ 1 ; (x) 
Kan )=bretr+ ..., Pe a)=at 
_I@) 
äs; f(z a) ee 
P@— ke) fo) a’ 
f(«) 
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Ha 1) R 
(13°.) er CE 2 ‚ayr.. [nach (12.)]. 





Nach dem bisher bewiesenen konvergiertin unserm Falle die Newtonsche 
Methode, sobald x, nahe genug an X gewählt ist; setzt man unter dieser 
Voraussetzung <=2,_,, so erhält man aus (13.) und (13’.): 


| j =Vog | Er 
= ylu(lte,) mit lim &,=0. 


| Un | | i n=n 


(14.) 





Als Vergleichsreihe zur Reihe Zr/u, bieten sich im vorliegenden 


Falle Reihen der Form 5% c’ A@+2”, wo c und / positive Zahlen sind und 
P? außerdem kleiner als 1 ist. Im übrigen kommt es auf die Werte von c 
und P nicht an; denn hält man zunächst / fest und betrachtet man die Reihe 
>% ce” +2” für zwei verschiedene Werte c, und c,>c, von c, so ist das 
n-te Glied der Reihe 


(15.) 2: ex pu+n" 


ımmer kleiner als das n-te Glied der Reihe 


- (16.) 2: ey Bet”, 
‚dagegen ıst von einem bestimmten n an das n-te Glied von (15.) immer 
orößer als das (n+1)-te von (16.), wie man leicht beweist. Ich setze 
nun c=1 und vergleiche zwei Reihen mit verschiedenen Werten von /, 
nämlich =, und = P,>Pf,; dann existiert, wie man ebenfalls ohne 
jede Schwierigkeit beweist, eine ganze Zahl %k der Art, daß das (n+ k)-te 
Glied der Reihe >% p9*7” immer kleiner ist als das n-te der Reihe 


53 Y pur”, 
° 


Vergleichen wir nun damit die Reihe (4’.) >% a, unter der Voraus- 

setzung, daß sie nach der einfachen isolierten Nullstelle x konvergiert. 
| ij 

Der auf der rechten Seite von (14.) vorkommende Faktor 2y(ts,) hat 
| 


eine endliche obere Grenze C und, sofern nur x, in einer gewissen Nach- 


barschaft der Stelle z gewählt wurde, eine von Null verschiedene untere 
1 1 


Grenze c; n sei so groß, daß die Zahlen P,= u, c'| und A,= u, C”| kleiner als 
1 sind. Aus (14.) folgt nun 
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(17.) Un+3 > Wursı ’c, 


Erhebt man von diesen m Ungleichungen die i-te in die Potenz mit dem 
Exponenten (1+y)"* («=1,2,...m) und multipliziert man dann die linken 


1 1 


. . . . nun m 
und die rechten Seiten bzw. miteinander, so erhält man c* u Unım > U „et 
1 1 


—pa+n", genau so findet man C’\u,,„ < u? +" = AH", 
Vergleicht man damit das vorhin über Reihen ze gefundene 
taz so gelangt man zu folgender Aussage, wo für 9 der zulässige 
Wert I 5 gesetzt wurde: 
2% z eine einfache Nullstelle der Funktion f(x). also 
A(z)=al2—2)+b(e—2)""+.. (>), 
so existiert eine gewisse Umgebung von x der Art, daß die Reihe (4.) kon- 


vergiert, sobald x, in jener Umgebung beliebig gewählt wurde; die Konvergenz 


der Reihe >32 u, ist dann von gleicher Art wie die der Reihe >: iu 
d.h. es emishiert eine endliche Zahl k der Art, daß das n-te Glied der einen 
Reihe immer größer ist als das (n+ k)-te, aber immer kleiner als das (n— k)-te 
der anderen Reihe. 
Bei den Anwendungen der Newtonschen Formel wird y meist gleich 1 
sein; dann folgt aus (14.) 
(18.) Un+1 = ub(1+6,) alte), 


und daher erhält man für hinreichend großes n mit beliebiger Genauigkeit, 





wenn man 2,,1—%, für u,.,, %iÜ— re ' für x,, endlich Haan ) für u, 
In—1 In—ı) 
schreibt und zugleich statt & die benachbarte Zahl x%,_, einführt: 





(19.) Feyst) (a —_ Han—ı) f ve) i 


ee; (an)? 

Die einmalige Anwendung dieser Formel führt also im Falle einer 
einfachen Nullstelle & durchschnittlich ebensoweit als zweimalige Anwendung 
der Newtonschen Formel; für Nullstellen & von einer Ordnung SI gilt 
(19.) nicht; man hat dann nämlich nach (9..): 
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Un+ı _ FE) («) 








im m fa) ’ also mit schließlich beliebig großer Annäherung: 
s en f Mn) Man) (zn—ı) 
(20.) In+1 nn (ln ı) (1— ((r_ı)) ). 


Weiß man von vornherein, daß man es mit einer Nullstelle zu 
tun hat, deren Ordnung +1 ist, so ist weder die Anwendung der Newtionschen 
Formel noch auch die von (20.) zu empfehlen, da man leicht zu unendlich 
viel rascher konvergenten Formeln gelangt. Ist nämlich z eine isolierte 
algebraische Nullstelle oder Unendlichkeitsstelle von f(x), so ist x immer 


f(@) 
fe) 


Newtonschen Näherung auf f(x) Konvergenz nur nach Art einer geome- 


Während man also bei Anwendung der 


einfache Nullstelle von 


trischen Progression erhält, oder gar Divergenz befürchten muß, selbst 


wenn man z, noch so nahe an x wählt (nämlich immer wenn x eine 


Unendlichkeitsstelle oder eine Nullstelle von einer Ordnung <3 ist), 


erhält man ein Verfahren, das rascher wie jede geometrische EEE 
I(2) 
f(«) 


konvergiert, wenn man die Newtonsche Methode auf anwendet; dies 


führt zu der Formel 





Kan-ı), (1 __ Fin) (Ün-ı) 
Tomas Fn-ı)) ) 
—z Man—ı) (n—ı) 
(Fan)? — Fan) (m) 


(21.) = u” 





4. Bemerkungen für den Fall reeller Funktionen. 


Bei reellen Funktionen hat man häufig zwei Näherungswerte a 
und b, zwischen denen eine einzige Nullstelle x der Funktion f(x) liegt, und 
man hat dann die Aufgabe, x in engere Grenzen einzuschließen. Gewöhnlich 
macht man die unnötige und die Anwendbarkeit beschränkende Voraus- 
setzung, daß zwischen a und b keine Nullstelle der Funktionen /’(z) und 
f(x) liege; ich lasse im folgenden zu, daß x für f(x) oder für f”’(z) 
oder für beide Funktionen eine Nullstelle sei. Ich setze =a+h=b+h,; 
dann erhält man nach dem Mittelwertsatze *): 


*, Vgl. Darboux, Nouvelles Annales de Math. II Ser. T. 8. (1869). 
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+9, h,) 
1-2 


f(z)=0=f(a)+hf(a)+h® Fe+®D_ 44 nf mt ® 








(0<3<1l; 0<Y9,<1), also 











_ __füa) _Wf(a+9h) 
(23) = a 
_ __Ib) _hfla+Yıh) 


Es sind nun vier Fälle möglich, je nachdem f(a) f(aJS0 und 
gleichzeitig f(b) ”(b)=0 ıst. Ich behandle, da sich die anderen Vorzeichen- 


kombinationen dann von selbst ebenso erledigen, ausführlich nur den einen: 
(24.) fa) f’(a) >-0, 
(25.) f(b) FF) <O 


und stelle mir die Aufgabe, an Stelle von « und b engere Grenzen, zwischen 
denen x liegt, zu finden. 


Wegen (24.) sind die beiden Glieder auf der rechten Seite von 
Ka)% 
[(a) 


der gleichen Seite und näher an x als a**); dagegen macht man die an a 


(22.) gleichbezeichnet; der Näherungswert a,=a— ) liegt daher auf 


anzubringende Korrektur offenbar dem absoluten Betrage nach zu groß, 
so daß man also über x hinausgelangt, wenn man auf der rechten Seite 
von (22.) h” durch (b—a)* und gleichzeitig f’(a+9h) durch die gleich- 
bezeichnete, aber dem absoluten Betrage nach größere Zahl m-sign [f”’(a)] 
ersetzt, wo m > f’’(x)| für alle x zwischen a und 5 ist und unter sign [x] 
je nach dem Vorzeichen von x der Faktor +1 verstanden ist; man hat also 


fa) m(b—a)% . „ \ 
al 7 7 1-27(a) sıgn [/ (@)]; 





b, muß übrigens nicht notwendig näher an z liegen als 5b; dies tritt nur 
ein, wenn 


b,—a<b-—al, d.h. 





*) Unter a,,@,,..., dj, d,,... verstehe ich Zahlen, die bzw. auf der gleichen 
Seite von x liegen wie a und d. 

*) Daraus folgt sofort, daß die Newtonsche Methode mit der ersten Näherung a 
nach der Nullstelle £ konvergiert, sobald f(a) f’(a)>0 ist und zwischen a und £ weder 
von f(x) noch von f(x) eine Nullstelle liegt. 
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(a) , mib—a? _, |: 
Fat fa) <b—a| ist. 
Die Zahl a,=b— in A liegt auf der gleichen Seite von & wie a; 
denn einerseits ist klar, daß das Vorzeichen von h, dasjenige von rn 


ist, andererseits hat wegen (25.) das zweite Glied auf der rechten Seite 
von (23.) das entgegengesetzte Zeichen wie das erste, so daß also die 


Korrektur _1) 


[(b) 


auf die Seite von X führt, auf der « liegt. Man kann aus (23.) eine auf 
der Seite von b liegende Näherung b, finden, wenn man das zweite Glied 


dem absoluten Betrage nach zu groß ausfällt und daher 


auf der rechten Seite, statt es wegzulassen, durch ein gleichbezeichnetes, aber 


dem absoluten Betrage nach größeres ersetzt, z. B. durch On 5 nn sign [f(b)] 





\ (by m _ AN. s 
oder durch TU); sign [/”(b)]; man erhält so 
m(b—.a)? 


Ä a _ mm Mar 277 
(26.) b,=b 76) 276) sign [f”’(b)], bzw. 











‚_n_ TO _mGOR son gr” 
= ap RR 


—=b— 10) | (wegen (25.)). 











rb)L 2) 
b, bzw. bi ist nur dann eine bessere Näherung als b, wenn u af _ 1) 
. 27(b) | "f(b) 
ist, bzw. wenn mo) <-1 ist; die-letztere Ungleichung ist sicher erfüllt, 


2b) 


wenn b nahe genug an z liegt. 

Durch Zusammenfassung der erhaltenen Resultate ergibt sich die 
Regel: 

Hat man zwei Zahlen a und b, zwischen denen eine Wurzel x der 
Gleichung f(x) =0, aber keine von x verschiedene Wurzel der Gleichungen 
f(x)=0, f(x2)=0 liegt, sind ferner beispielsweise f(a) und f’(a) gleich- 
bezeichnet, dagegen f(b) und f”’(b) verschieden bezeichnet und versteht man 
endlich unter m eine Zahl > f(x), für alle x zwischen a und b, so erhält 
man als neue Grenzen, zwischen denen x liegt, die folgenden: 





09, 1-5 _ Me sign [7”B)], 


f0) 2b) 


a 2 m |fb)| 
1-79 |1- =; oder 


2 
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er _f%) Pi __ fa) (b—a)’m : „ 
=, = a elle. 


Man vergleiche damit die ziemlich verwickelte Ableitung eines weniger ge- 





nauen und weniger allgemeinen Resultats bei Serret, Lehrbuch der Höheren ' 
Algebra, deutsche Übers. von Wertheim, Bd. 1, S. 285; die Serretschen Werte 
für a,,b, lassen sich aus den obigen unschwer ableiten. 


5. Stets konvergente Näherungsmethoden für algebraische Gleichungen mit 
lauter reellen Wurzeln. 


Die Gleichung n-ten Grades f(x)=0 habe lauter reelle Wurzeln, 


darunter /(<n) untereinander verschiedene; die Funktion F(x)= / f(@) 


f(«) 


hat dann die gleichen / Nullstellen wie f(x), aber jede nur einfach zählend, 
und zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von F(z) sind immer durch eine 
Unendlichkeitsstelle von F(x) (Nullstelle von f(x), die nicht zugleich 
Nullstelle von f(x) ist) getrennt; die Kurve y=F(x) ist vom Grade / 
und besteht aus / jedesmal von — bis + co ansteigenden Zügen; die 


äußersten derselben haben eine Asymptote parallel zur Geraden y= —, 


während die andern /—1 Asymptoten parallel zur 4-Achse verlaufen. 


Jede Gerade, die mit der x-Achse einen kleineren oder ebenso 
großen Winkel bildet als die zuerst genannte Asymptote, schneidet die 
Kurve /-ter Ordnung y=F(z) offenbar in / reellen Punkten, worunter 
eventuell ein unendlich ferner; eine solche Gerade kann daher nicht 
Tangente an y=F(£) sein; mit andern Worten: der Winkel, den irgend- 
eine an die Kurve y=F(x) mit der x-Achse bildet, ist größer als 


aretg I 3: 


iz 
(27.) 9-1. : ze er >=, oder 
(2)f(#) 
(28.) a =. oder 
(29.) n{(&) I’(@)- (n- 1) (Fa)? <0. 


Das Gleichheitszeichen in letzierer Beziehung gilt nur, wenn f/(z) 
und f(x) f(x) gleichzeitig Null sind, also, da f(x) keine mehrfachen 
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Wurzeln hat, die nicht auch Wurzeln von f(z) wären, nur wenn f(z)=f’(x2)=0, 
d.h. wenn x eine mehrfache Wurzel von f(x) ist, und zwar ist für eine 
m-fache Wurzel die linke Seite Null von der Ordnung 2m—2. 

Der durch Ungleichung (29.) gelieferte Satz ist, wie schon Laguerre*) 
bemerkte, nichts anderes als das bekannte Theorem, daß für eine homogene 














a of 
binäre Form f(xz,y) die Hessesche Kovariante H= = 2 immer 
oxöy dy? 


negativ ist, wenn die Wurzeln der Gleichung f(x,1) sämtlich reell sind 
(Gerbaldi, Rendic. del Circ. mat. di Palermo, 3 (1889), p. 20, Schoute 
ebenda p. 160). Nach dem Eulerschen Satz über homogene Funktionen 
ıst nämlich 














und nach nochmaliger Pedeiie des Fe Satzes: 
0? , 6] ’ 
(31.) y Ir N 2 N _ n|nf(«, y)— lo 
ofay) _ Frey) _ Of) 
2]. 
‘ mithin 


(32.) ve nn Die, y)-2(n1)2°4% 28 N. 


Endlich erhält man durch Differentiation von (30.) nach x: 
%Y) te )_ „Frey 
(33.) er TE te) Em Funfeehadie = uch 


Substituiert man die Ausdrücke (32.), (33.) in die Hessesche Determi- 
nante, indem man noch überall y=1 und f(x,1)=f(x) setzt, so erhält man: 


H=(n—1)[n (2) #’(@)—(n—1) (f‘(@))"]. 


Die vorhin gegebene Ableitung der Gleichung (29.) gibt also zugleich einen 
geometrisch sehr anschaulichen Beweis des Gerbaldischen Satzes. 

Da zur Ableitung von (29.) nur benutzt wurde, daß die Wurzeln 
von f(z)=0 reell sind und da dann das gleiche auch von den Wurzeln 
der VON NONER dr 0, f’(z)=0 usw. gilt, so hat man zugleich die Formeln: 


*) Oeuvres, Bd. 1 (Paris 1898), S. 104. 


ERSTEN." « rl A 
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f(a)f (8) _n—2 
(f(#)) =4—]’ 
a _n—3 
(35.) ao <,_y USW. ) 
Ich betrachte nun die Kurve y=(F(x))" und behaupte, daß für 
dieselbe, sobald m >2n ist, y’ und %” nur gleichzeitig mit y im Reellen 


Null werden und daß y’” stets mit % gleichbezeichnet ist; es ist näm- 


lich „= m(F (z))"" ar ‚ und der Klammerfaktor hat wegen (29.) 
keine reellen Nullstellen. Den Beweis, daß y und 4” stets gleiches Vor- 


zeichen haben, hole ich nach und ziehe vorher die Folgerung, daß die 
Newtonsche Näherungsmethode auf die Funktion (F (2))"=( a) (m >2n) 
angewandt immer konvergiert, wie auch der erste Näherungswert x, reell an- 
genommen sein möge. Man erhält danach 
Ka)f(a) 
(38.) TE) 

und die Konvergenz ist offenbar eine uneigentliche (2, = 2,= 7, = +++), wenn %, 
eine Nullstelle von f(x) oder von f(x) est. 

In allen andern Fällen konvergiert das Verfahren im eigentlichen 
Sınne nach einer Wurzel der Gleichung f(x)—=0. Bezeichnet man nämlich 
der Größe nach geordnet die voneinander verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung 
mit &,,83,&3,...& und ebenso die davon verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
f(z)=0 mit &,8,...&_1, so liegt jetzt x, in einem der folgenden 1-+1 
Intervalle: 


. "- 


(37.) (-,5,), (&81), (816) (8:8) (sr) te), 
und das Verfahren, das mit der ersten Näherung x, beginnt, konvergiert nach 
demjenigen Punkte £,, der einer der Endpunkte des Intervalls ist, in dem 
x, liegt. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ıst eine unmittelbare Folge des in 
der vorigen Nummer konstatierten und übrigens der geometrischen An- 
schauung evidenten Lehrsatzes, wonach die Newtonsche Näherungsmethode 
mit der ersten Näherung z, stets nach einem Wurzelwerte z konvergiert, 
sobald an der Stelle x, die Funktion mit ihrer zweiten Ableitung gleich 


*) Durch Einsetzen des Wertes z=0 erhält man die bekannten Newtonschen 
notwendigen Koeffizientenbedingungen für die Realität sämtlicher Wurzeln. 
Journal für Mathematik Bd. 138. Heft 1. 3 
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bezeichnet ist und sobald zwischen x, und x weder Nullstellen der Funktion 
noch ihrer beiden ersten Ableitungen liegen. 
Es ist nur noch der Beweis dafür, daß y und y” für y=(F(x))" 


=(F (2 4 (und m >2n) stets gleich bezeichnet sind, nachzutragen, immer 


natürlich unter der Voraussetzung, daß die Gleichung /(z)=0 nur reelle 
Wurzeln hat. Man erhält 


y" = m(F(&))""[(m—1) (Fa))"+ Fila) F"(e)] 
(Fam yG-aey_O 


Fa) (Fa) 
Fa) (af) Ka)f (@)\? 
FR) ( FR)? +2 AO) )| 
also auf Grund von (29.), (34.): 
Wi Jem—2 Ka) 
yy’>m(F(«)) (m 1)(1- fa)’ 
Ka) (#) Ka)f@ 
Car) +2) 
= m(F (a): |(1— IE EWaRN | 


>m(F (x))”* Im 2m" | wegen (28.), also schließlich 


yy’ >, sobald n(m—2) >(n—1)m d.h. m>2n ist. 


Unter der gleichen Voraussetzung, daß alle Wurzeln einer algebrai- 
schen Gleichung reell sind, hat schon Laguerre (Oeuvres Bd. 1, S. 104) eine 
andere Näherungsmethode angegeben, die konvergiert, sobald die erste 
Näherung x, zwischen &, und 5, liegt; die Laguerresche Näherungsmethode 
bestimmt z,,, aus &, durch die Gleichung 
n (3) 

Ka) Yn— 1’ FRI —nn DR) (%) 
und kann aufgefaßt werden als Anwendung der Newtonschen Methode auf 
die Funktion: 


Lir1 u. >58 


1 Far nn DIÄT 
F(x)=e" a 


Ihre Konvergenz ist besser als diejenige des auf Formel (36.) aufgebauten 


Verfahrens; das letztere erfordert aber keine Quadratwurzelausziehung und 
konvergiert auch für solche x, die außerhalb des Intervalls ($,5,) liegen. 


dz 
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6. Geometrisches. 


Errichtet man in allen Punkten 2£=&$+:in der komplexen Ebene 
immer nach derselben Seite hin Normalen von der Länge f(x), so ent- 
steht die Fläche des absoluten Betrages {= f($-+in)|; ich setze der Ein- 
fachheit halber f(x) als ganze algebraische Funktion voraus. Die An- 
wendung der Newtonschen Näherungsmethode läßt sich dann geometrisch 
so deuten: 

Die Senkrechte, welche man vom Punkte S5,,n,.,C, der Fläche 
= f(&+in)| auf die Schnittgerade der Tangentialebene in jenem Punkte 
mit der Ebene E=0 fällt, trifft letztere in dem gleichen Punkte, den man 
analytisch durch die Newtonsche Näherungsmethode mit der ersten Näherung 
%,=$&,+tn, erhält. 

Ich übergehe die ganz elementare Rechnung, die zum Beweise nötig 
ist. Ohne die $7-Ebene zu verlassen, kann man dieses Resultat teilweise 


auch so interpretieren: 
m (#1) 
f(#,) 
auf der durch den Punkt x, gehenden Kurve konstanten absoluten Betrages 
stin)= Ha). 
Die Kurven |/(x) =C sind bekanntlich für hinlänglich große Werte 
von Ü geschlossen ohne Doppelpunkt und nähern sich um so mehr der 


Die Verbindungsstrecke der Punkte x, und ©, =, steht senkrecht 


Kreisform, je größer ( ist. 

Hat die Gleichung f(x) =0 die Z verschiedenen Wurzeln &,,%2,%3,...%,, 
so läßt sich die komplexe Ebene folgendermaßen in 2 Gebiete teilen, deren 
jedes eine jener /. Wurzeln enthält. 

Die orthogonalen Trajektorien y=Ü der Kurven /=( verlaufen 
außerhalb der letzteren Kurven einzeln ohne Doppelpunkt, und zwar jede 
mit einer ihr eigentümlichen Asymptotenrichtung ins Unendliche; nach der 
andern Seite hin streben die Kurven „= mit einer endlichen Anzahl von 
Ausnahmen den Punkten z7,,%,,...x, zu, in denen sie endigen.*) 


*) Beispiel: Für f(«)=«°”—1 sind die orthogonalen Trajektorien der Kurven 
f =€ bekanntlich Hyperbeln, sowie die &- und n-Achse; nach der Terminologie des 
Textes zählt jede Hyperbel für 4 Kurven 9=(C, jeder Hyperbelast für zwei, die 
durch &,=1, bzw. 2,=—1 getrennt werden; die n-Achse ist die einzige orthogonale 
Trajektorie der Kurven je, die weder durch x, noch durch x, geht. 


3* 
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Die Punkte derjenigen Kurven p=(, die im Punkte x, endigen, 
sowie die Häufungsstellen*) jener Punkte bilden nun ein Kontinuum; die 
inneren Punkte desselben bilden das dem Punkte z, zugeordnete Gebiet Ä,. 
Die Gebiete K,, K,,...K, werden durch diejenigen Kurven y=( vonein- 
ander getrennt, die durch keinen der Punkte &,,...x, hindurchgehen (diese 
exzeptionellen Kurven 9=( gehen sämtlich durch mindestens je einen 
Wurzelpunkt der Gleichung (x)=0). 


Man beweist nun leicht folgenden Satz: 


Liegt das Gebiet G, der komplexen Ebene ganz im Endlichen und 
ganz innerhalb K,, dann existiert eine nur von @, abhängige ganze Zahl m 
von folgender Eigenschaft: Sobald die erste Näherung x, beliebig innerhalb 
@, gewählt wurde, konvergiert die Newtonsche Näherungsmethode auf y=(f(x))” 
angewandt nach der Nullstelle «,. 

Das Newtonsche Verfahren besteht nämlich darın, daß man aus 
einem Punkte x, den nächsten z;,,, dadurch erhält, daß man im Punkte 


r,;, auf der Tangente der durch diesen Punkt gehenden Kurve =(Ü um 
1 fa) 
m \F(#i) 


den Punkt x, gehenden Kurve f(x) =Ü führt. Da man 2 beliebig klein 


wählen darf, so läßt sich das Verfahren auch auffassen als näherungsweise 


die Strecke nach derjenigen Seite weitergeht, die ins Innere der durch 


Integration der Differentialgleichung der Kurven =(, mit der Neben- 
bedingung, daß die gesuchte Integralkurve durch den Punkt x, hindurch- 
gehen soll; ist m richtig d.h. genügend groß gewählt, so führt das Ver- 
fahren einerseits niemals aus dem Gebiete K, hinaus, andererseits in eine 
solche Nachbarschait des singulären Punktes x, jener Differentialgleichung, 
daß auf Grund des Satzes von 8. 7 die schließliche Konvergenz nach 
x, gewährleistet wird. 

Ich begnüge mich mit diesen geometrischen Hinweisen und ver- 
zichte auf eine ausführliche analytische Begründung, dıe in Anbetracht der 
oeometrischen Anschaulichkeit des Behaupteten und des Fehlens prinzipieller 
Schwierigkeiten auf eine ziemlich zwecklose Übung in &-Überlegungen hinaus- 
laufen würde. 


*, In dem Beispiel der vorigen Fußnote sind solche Häufungsstellen die 
Punkte der Strecke (x, 2.) sowie die der Mittelsenkrechter dieser Strecke. 
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Das erhaltene Resultat läßt sich auch so formulieren: 

Man verstehe unter « eine positive Zahl und unter M,(«) die Menge 
derjenigen Punkte der komplexen Ebene, die als erste Näherungswerte x, be- 
nutzt bewirken, daß die verallgemeinerte Newtonsche Näherungsmethode 


ea (k=1,2,...) 
(#:) 
nach x, konvergeert. Dann unterscheiden sich innerhalb eines gegebenen end- 
lichen Bereichs der komplexen Ebene die Mengen M,;(e) für genügend kleine 
Werte von a beliebig wenig von den oben definierten Mengen K,. 

Die Mengen M,;,(«e), von denen insbesondere die Mengen J/;(1) 
interessieren würden, sind im allgemeinen sehr kompliziert. Im Falle der 
quadratischen Gleichung mit zwei verschiedenen Wurzeln z, und z, hat 
E. Schröder*) auf sehr hübsche Weise bewiesen, daß die Mengen M,(1) und 
M,(1) mit X, und X, ıdentisch sind, mit anderen Worten, daß die Newtonsche 
Näherungsformel mit der ersten Näherung x, nach derjenigen der zwei 
Wurzeln z, und x, einer quadratischen Gleichung konvergiert, die x, in der 
komplexen Ebene am nächsten liest; ıst x, von z, und z, gleich weit 
entiernt, so divergiert das Verfahren. 


*) Math. Ann. 3. S. 318. 








Lebesguesche Konstanten und divergente 


Fourierreihen. 


Von Herrn Leopold Fejer in Klausenburg. 


Inhaltsverzeichnis. 
Einleitung. — $ 1. Die Lebesgueschen Konstanten der Fourierreihe. — $2. Die 
Folgen von Funktionen w(n+4},2), w(2n,z), O(n,z), O(n,r,x). — $ 3. Beispiele 
stetiger Funktionen mit divergenter Fourierreihe. — $ 4. Bemerkungen über die 
Natur der Divergenz dieser Fourierreihen. — $ 5. Schlußbemerkungen. 
Einleitung. 


In zwei Notizen*), die kürzlich erschienen sind, habe ich Beispiele 
von überall stetigen Funktionen mitgeteilt, deren Fouriersche Reihe an 
einer Stelle divergiert. Bei der Konstruktion dieser Beispiele habe ich 
die sehr bemerkenswerten Betrachtungen von Herrn Lebesgue vor Augen 
gehabt, die er über diesen Gegenstand angestellt und in zwei kurzen Mit- 
teilungen veröffentlicht hat **). 


*) Beispiele stetiger Funktionen mit divergenter Fourierreihe. Dieses Journal 
Bd. 137 (1909), S.1. (Im folgenden kurz durch „Note 1.“ zitiert.) 

Eine stetige Funktion, deren Fouriersche Reihe divergiert. Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo, Tomo XX VIII (2° semestre, 1909), S. 402. (Im folgenden 
kurz durch „Note Il.“ zitiert.) 

**) Sur la divergence et la convergence non-uniforme des series de Fourter. 
Comptes Rendus de l’acad. des sciences, Paris, 1905, II. semestre, pag. 875—877. 

Lecons sur les series trigonome6triques (Paris 1906), art. 45, 46, pag. 86—88. 

In bezug auf die Verallgemeinerung auf gewisse allgemeinere Orthogonal- 
reihen verweise ich auf die inhaltsreiche Dissertation von Alfred Haar: 

Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme. Göttingen, 1909. 
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In dieser Arbeit gebe ich einerseits eine neue Darstellung der 
Lebesqueschen Resultate, zu welchen ich einige neue hinzufüge. Anderer- 
seits gebe ich eine breitere Darstellung und Analyse meiner Noten I., II, 
die viele neue und, wie ich glaube, beachtenswerte Ausführungen enthält. 


$ 1. Die Lebesgueschen Konstanten der Fourierreihe. 
1. Es sei s,(xz) die n-te Partialsumme der Fourierschen Reihe einer 
im Intervalle 0 <x<2rn endlichen und (im Riemannschen Sinne) inte- 
orablen Funktion f(x). Es seı also 


s„(2)= a, + a,c0osz + b,sinz++--+a,cosnz+ b,sinnz, 


wo 


1 en 
0=5-/ ft)dt, 
(1.) | 


2n 2n 


OS u 2 
BE > yi h — £)s ztdt. 2=1,2,3,... 
a, - / f(t)cosztdt, b, Ri f(t)sınztd (71 ) 
0 
Es sei weiter x eine bestimmte Stelle des Intervalles O<r<-2n, 
und n ein bestimmter Wert des Index. 





Ich betrachte nun, nach Lebesgue, die Menge sämtlicher Funktionen 
f(z), die für 0o<<xz<{2n endlich und integrabel sind und deren absoluter 
Betrag für jede Stelle dieses Intervalles kleiner oder höchstens gleich 1 
ist. Für eine jede Funktion f(x) dieser Menge hat an der betrachteten 
Stelle x der absolute Betrag der n-ten Fourierschen Partialsumme 


Sn (2) 
einen bestimmten, nicht negativen Wert. Die Gesamtheit dieser nicht nega- 
tiven Werte von 's,(z) hat eine endliche positive Weierstraßsche obere 


Grenze, die ich mit o,(x) bezeichne. Die obere Grenze 0,(x) ist in der 
Tat endlich. Da nämlich 


®r sin(2n he 
 (2.) s.(2)= 2m.) Br Fr “dt 
ist, folgt £ 
(3.) „(2 ı Asin@n+1)," 
| Mae =} | —— di. 


v sın 
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Rechts steht eine ganz bestimmte positive Zahl, daher ist o,(x) gewiß 
endlich. 

Ich behaupte nun, nach Lebesgue, daß in der Ungleichung (3.) für 
eine geeignete Funktion p(x) der Menge das Gleichheitszeichen gültig ist, 
so daß also 


22 sin (2n+1) ei 
di. 


(4.) (2) = 2 


7: Aa 
v sın 


In der Tat gehört die Funktion 


L—: 
sin (2rn+1) > ; 
p(t)=sıgn ger (0<t<2n), 
sin, 
(wo nach einer Äroneckerschen Bezeichnung 


+1, wenn a>O 


sien a=,0, wenn a=0 





—]1, wenn a<O 


ist) zur Menge der Funktionen f(z) <I1. 
Da aber für p(x) 


t—1 

1 ®r sin (2n+1) I 

s„(X) vor Ir . | 2 I—5 
2 


dt # 


wird, ist an der Stelle x für die Funktion p(x) in der Tat 


| I 2i 
2r sin (2n+1)—, | 

[5 ne 
In . Mn ET—ı d } 


0 sin 2 }: 





womit (4.) bewiesen ist. | 
Die obere Grenze o,„(x) ist also zugleich das Maximum von |s,(x) 
in bezug auf die betrachtete Funktionsmenge. 
Zu jeder Stelle x des Intervalles gehört ein solcher maximaler Wert 
o„(z). Diese Werte o,(x) sind aber alle gleich. In der Tat nimmt in- 


folge der Periodizität das Integral 








X 
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De . f i—ı 
"= sin(2n+]1) 


1 2 
fl EL—ı di 


0 sin —, 


für jeden Wert von x denselben Wert an. Ich kann also o,(x) kurz 


mit o„ bezeichnen und erhalte, wenn ich ın (4.) 2=0 setze, 
27 sin (D 1) 1 
er zent r 
KR = I fsin@n+1)i 
On’ / dt - / - dt 
2 rt. tt T.» sın { 
0 sin 0 
2 
A 
2 (sin@n+1)i 
— / ® dt. 
IE * sın { 
0 
Zu jedem Wert des Index n gehört eine solche positive Konstante o,. 
Die Folge der Konstanten 
ss Bıs Pas ++ Ba - 
wo 
7r 
- 2 (sinn +1)t| a 
(5.) () -_ u u ! dt. in 2.543 


m sint 


ıst eine ganz bestimmte, zur Fourierschen Reihe gehörige Folge von positiven 
Konstanten. Hier bedeutet o,„ den für sämtliche Stellen des Intervalles 
0<r<2n gemeinsamen maximalen Wert von 's,(x), wenn f(x) die Gesamt- 
heit aller im Intervalle 0o<x<2n integrablen Funktionen durchläuft, die 
dem absoluten Betrage nach kleiner oder gleich 1 sind. Die Wichtigkeit 


dieser Konstanten 0, hat zuerst Lebesqgue hervorgehoben; ich nenne sie 


n 


deshalb die „„Lebesgueschen Konstanten der Fourierreihe“ *). 


*, Ist für Oo <e<2n 
(6.) @)<M, 
so ist für irgendeine Stelle x dieses Intervalles und für jeden Wert des Index n 
(7.) nl) <Mon ; 
sind n und & fixiert, so gilt in (7.) für eine geeignete Funktion der Menge |f(z)| <M 
die Gleichheit. 


Man kann die Konstante o„ übrigens auch so charakterisieren, daß sie den 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 1. 4 
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Die geometrische Bedeutung der Lebesgueschen Konstante o, ist 
leicht anzugeben. 

Betrachten wir die Dirichletsche Kurve 
sin(2n +1) 5. 
9 JaoE.. 


" sin 
2 


im Intervalle 0o<z<2n. Nie besteht aus wellenförmigen Zügen, die 
teils oberhalb, teils unterhalb der Abszissenachse liegen. Die algebraische 
Summe der durch die Kurve definierten positiven und negativen Wellen- 


flächeninhalte ist gleich 2. sn @n+1)7 
2 


—dgz, 


Aue sin — 
2 
also gleich 1, für jeden Wert des Index n. Bilde ich aber die Summe 
dieser absolut genommenen Flächeninhalte, so erhalte ich 
> sin (2n +1) 
a 
| I 
d. h. den Wert eo, der n-ten Lebesgueschen Konstante. 
2. Herr Lebesgue hat über die Konstanten o, folgenden Satz bewiesen 
(Lecons, Art. 45)*): 
Die Konstanten o, wachsen mit wachsendem n ins Unendliche; d. h. 
lım rmx. 
Ich möchte im folgenden etwas Genaueres feststellen, nämlich den 
asymptotischen Ausdruck für diese wichtigen Konstanten aufstellen. 
Ich schicke einen Hilissatz voraus. Es sei f(x) eine im Intervalle 
a<x<-b endliche und integrable Funktion. Dann ist bekanntlich nach 


maximalen positiven Wert von s„(2) angibt, den s„(#) an irgendeiner Stelle x für die 
Gesamtheit der Funktionen f(x)|<1 annimmt. 

Weiter genügt es, sich auf die Gesamtheit aller stetigen Funktionen (x) zu 
beschränken, für welche f(x) <1. Nur erscheint dann o„ nicht als Maximum, sondern 


als Weierstraßsche obere Grenze. 
*) Vgl. auch die soeben erschienene Arbeit von Lebesque: Sur les intögrales 


singuliöres. Annales de la Facult& des Sciences de Toulouse. 3. Ser. T.I (1910), art. 
[33], [48]. 





Fejer, Lebesguesche Konstanten und divergente Fourierreihen. 97 


Riemann (Fundamentallemma der Konvergenztheorie der Fourierschen Reihe): 
Km / (x) (nz) de=0. 


Ich will nun zeigen, daß für eine im Intervalle (a,b) beliebige end- 
liche und integrable Funktion f(x) 


b 


(8.) lim / f(«) sinnx de= % Stta)dz, 


a 


und ebenso 
h b 
au 
(9.) lım / te) cosnı de= = / a)de. 


Der sehr einfache Beweis dieser Sätze gestaltet sich folgendermaßen: 
Es seien k und / diejenigen (positiven oder negativen) ganzen Zahlen, 
für welche 


(k—1) <a<k” <(k+1) "<< <b<(+1)” 


Dann ist 
j (k+1) 5 ı" 
/I(«) sin nz de= fa) sinnz de-+ + / f(x) sınnzdx-+e,, 
R k- ER The 
n n 
wo *) 
lım &,=0. 
n=n 


Mit Rücksicht auf den ersten Mittelwertsatz für bestimmte Integrale wird 


b 


9 2, a 
Ste) sinne de= ur A + u 
Hier ist 
m, <h,<M,, 


wo m, die untere, M, die obere Grenze von f(x) in bezug auf das Inter- 


vall ‚ern, bedeutet. Weiter ist 


*) Im Laufe dieser Arbeit bedeutet e, immer eine Größe, für welche lim 2, =0. 


n=n 


y 
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m, <h<öM,, E 
wo m;,M, die gleiche Bedeutung in bezug auf das nächste Intervall haben 
— USW. 

Da also 
b # 
y a | 2, 71 | 2 
Sta) sın nz de = _ ( . FA: Sr = hr) + En, 
so folgt | 


Eu Ns u > 
lım Sta) sın nz de = „tada. 


n=%X A 


Ähnlich kann man Gleichung (9.) beweisen. — 
Bevor ich zur Bestimmung des asymptotischen Ausdruckes für o, 
übergehe, möchte ıch zeigen, wie man mit Hilfe des Satzes (8.) beweisen 


kann, daß lm 02, =+w ist. 


n=%X 


is sel 0<&<{ ,. Dann ist 


- > 
2 si n- 2 sin (2n+1)t 
u PET denn yer- 1) di 
mr. sin ! 7. t 


Bü dr TI u GHZ 
Bi ar ac rn Ze 
Re 2 a 


7 n 
2 2 
2 /\sin(2n+1)t 2 2 di 
> / p di= —» — un” 
m. t Tr MW E t 


4 4 7E 
=— loge+ log 5 ten 


MR? 
Wenn also n gehörig groß ist, so ist 


er 1 
On > Pe] log 


& [2 

Da & beliebig klein angenommen werden kann, so ist 
Imo,=-+x. 
n=o Bi 


Der genaue asymptotische Ausdruck für o, läßt sich folgendermaßen 


bestimmen: 
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TI 
Be [ sin (2n + 1)i| 
TE © 
0 


lt 
On sin { ’ 
2 rs Isin@n+ni ar "EN 
u - ale — *) Er } 
$, t di 5 ( sin { :) sın (2 l)tidt, 
( 10.) 0, An + u ne 


Hier ist, mit Rücksicht auf Satz (8.), 





| 793 
(11.) im u = — / ( )dt. 
a 2”; sınt 41 
Weiter ist 
(n+ re (n-+-1) u; 
? 2 Isin(2n -+1)t 2 /' sin(2n+1)t 
1 — ( L— a ( >) 
n 7t / f { 1. f It 
0 nt 
( 12.) ® — dd u €, . 
Nun ıst aber 
h m+3 2n+1 (n+-1)n 
% 2 sin(2n--1)t 2 “sin 
} y= dt= t, 
h n 7 / f -- / / d 
E 0 0 
; 2 (1, 13 
13. yv.=-- ( RR | )sin tdt 
) M #; i+n i+ nn 
) 
Weiter ıst bekanntlich *) 
1 1 1 I"(z) 
14. — .. - jr | 
Dunn l +] v+n I (x) logn+m(z) 
wo 
lım 7,(2)= 0 


*) Aus der für jedes x gültigen Gleichung 


rend): 


läßt sich (14.) leicht ableiten. Hier bedeutet © die Euler-Mascheronische Konstante. 


DE a ” r 
a immer a a areas 
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und zwar gleichmäßig in einem Intervalle, dessen Grenzen nicht negativ sind. 


Ziehen wir Gleichung (14.) in Betracht, so folgt 


’ . Au 
y if sin ede— f m tdi\-+ e,. 
0 0 l 


u 


t 
7E 








We 


U 


d 


sin £dt-+e,. 


Endlich liefern (10.), (11.), (12.), (15.) 


ge, ei logn+co-+ &,, 
wo 


4 a 2 re) 
60 es ni ‚)d- af T Ya 
TT 


Ich bin also zu dem folgenden Satze gelangt: 


Die Lebesguesche Konstante o, hat die Form: 


(16.) =, logn+c,+ 8. 


Hier bedeutet c, die Konstante *) 
4 1 6 
=: Gin ‚)dt+ 2 /log I'(t) cosatdt, 
0 


*) Zur Berechnung der Konstante 


1 


/ log I(t) cost dt 
0 
und der später in der Formel (24.) auftretenden Konstante 


1 
Sog 7%) sin 2nt di 
0 


kann man die Aummersche Fourierreihe für log T'(t) benutzen. 





Ei 
4 
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und es vst 
lim «,=0. 


Aus der Formel (16.) folgt zunächst wieder, daß die Konstanten 
o„ mit wachsendem n jede endliche Grenze überschreiten. Sie wachsen aber 
sehr langsam ins Unendliche. 

Man kann übrigens zeigen, daß 


_ BR. c , an) 
(17.) = logn-+ c,+ ar m 


n“ 
wo c, eine von n unabhängige Konstante bedeutet und «(n) dem 
absoluten Betrage nach für jedes » unterhalb einer endlichen positiven 
Grenze bleibt. 
Der Beweis der Formel (17.) ıst schon etwas umständlicher. 
Indessen läßt er sich doch unschwer führen, wenn man erst, analog zu 
der bekannten asymptotischen Entwickelung von 


b 


/ 1a) sınnzdz 


(für große Werte von n), die asymptotische Entwickelung von 
b 
/ ka) sinnz dx 
bestimmt. Die letztere kann man mit Hilfe der Ewler-Maclaurinschen 
Summenformel herleiten. 
Aus (17.) folgt: 
On Zr (log (n+1)—logn)+ =. (148). 
Daraus folgt dann, daß o,.,—o, positiv ist, wenn nur n genügend 
groß ist: 
Von einem gewissen Gliede an wachsen die Zahlen 


ei Pr en ei 


beständig *). 


*) Wahrscheinlich wachsen sie vom Beginne an. Wenn dies der Fall wäre. 
so wäre es wünschenswert, einen elementaren Beweis dafür zu geben, der sich vielleicht 
direkt auf die Formel (5.), nicht aber auf den asymptotischen Ausdruck (17.) dieser 
Zahl stützt. 
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3. Ich schließe diesen Paragraphen damit, daß ich die Lösung der 
Lebesgueschen Fragestellung für die arithmetischen Mittel der Partial- 


summen: 
Sa) HAM re) 
n = | 
bespreche. | 
Es ıst | 
nr FERN and : - 
Y h 1 > 

S su ii E A 
(18.) „(%) So A; dt. 


Betrachte ich wieder die Gesamtheit aller integrablen Funktionen, 
für welche im Intervalle 0o<x<2n 


fa) <1, 


so ıst, für irgendeine dieser Funktionen, an der Stelle x 


zn | sin n 5 
S(@); = u tr dt. 
2 
Nun ist aber 
u 
en sin n 
a 2 
_ en 
/ ann si 1—% . F 
u \ 
Also ist 4 
Sa) <1 4 


für jeden ganzzahligen Wert von n und für jeden Wert von x*). 
Der Wert 1 wird durch die Funktion 


f(z)=1 (0<r<2n) 
erreicht. 
Für die arithmetischen Mittel S,(x) ist also einfach 


Bi 00 


*) Diesen Satz habe ich zuerst in meiner Arbeit: „Untersuchungen über 
Fouriersche Reihen“ (Math. Annalen, Bd. 58, 1904, S. 60) bewiesen. 








Fejer, Lebesguesche Konstanten und divergente Fourverreihen. 33 


diejenige Folge von Konstanten, welche der Folge der Lebesgueschen Konstan- 
ten für s,(z): 
00, O1, Pa, +++ On ++. 


entspricht. 


$2. Die Folgen von Funktionen (rn + : ‚x), w(2n,&), O(n,a), O(n,r,x). 


4. Ich habe in $ 1 nach Zebesgue die Folge der zur Menge f(x) <1 
gehörigen Funktionen 


sin (2r +1) 2 
(20.) p„ (x) = sign — ra ((<r<2n) (n=0,1,2,3,...) 
sın P} 
betrachtet und bewiesen, daß die n-te Fouriersche Partialsumme von 
p„(z) an der Stelle &=0 einen Wert s,(0)=o, besitzt (n-te Lebesquesche 


Konstante), der mit n ins Unendliche wächst. 





Da 
sin (2n +1), 
sign ——— £ =sign sin (2n-+1) 5 (0 <r< 2n), 
sin — 
2 
so ist 
(21.) p,(2)=sign sin (2n+1)- (0<x-<2n). (n=0,1,2,3,...) 


2 


Diese Funktionen y,(x) der Menge f(x) <1 sind alle (außer 9, (*)) 
unstetig. Die Anzahl der Unstetigkeitsstellen wächst mit n ins Unendliche. 


Es ist aber wünschenswert, aus der Funktionsmenge |f(z) <1 eine 
Folge von stetigen Funktionen 


(8), Yılz), -.-w.(2), -.- 


herauszugreifen, für welche die n-te Funktion w,(x) an der Stelle 2=0 
einen mit n ins Unendliche wachsenden Wert s,(0) besitzt. 
Es ist nun im Prinzipe leicht, aus den unstetigen Funktionen 
n(%) eine solche stetige Folge w,(x) abzuleiten. Die Möglichkeit einer 
solchen Bestimmung folgt, wie Lebesgue bemerkt, aus bekannten Sätzen 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 1. 5 
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über Approximation gewisser unstetiger Funktionen*). Aber eine besonders 
einfach definierte, und eine weitere wichtige besondere Eigenschaft besitzende 
Folge w„(x) erhalte ich dadurch, daß ich auf der rechten Seite der Gleichung 
(21.) das Signumzeichen fortlasse,; ich definiere also 


(22.) y,(2)=sın (2n+1) 5 ((<r<2n). (n=0,1,2,3,...) 


Zunächst ist klar, daß die Funktionen 


S 


n,, sin3,,. „sin (20 +1)5,... 
alle zur Menge :f(z)| <1 gehören. 


Weiter ist, mit Rücksicht auf Gleichung (2.), für w,(x) 


t 4 
Be} f (inen+n, I, 3 1 fmanın) 0° y 
n 9m. t sin t | 


0 sin — 
2 


Bi sin (2n+1)t)* 
ing: j sin t [2 


Ich behaupte nun, daß die Konstanten 


Te 


(23.) 0,= s,(0)=s,(0)= . “(in (an + n)0R dt 


mit wachsendem n gegen Unendlich konvergieren. 
In der Tat ist, wenn 0<e<;5, 


2 
= 2n+1)t)? 2 in (2n+-1)t)? 
7 nn )%) een - I 1 








n n 


ii 2 2 feines dt 2 2 pi 1 et, 1)t dt 








*) Ich bemerke, daß z.B. die arithmetischen Mittel der Partialsummen der 
Fourierschen Reihe von Y„(2) zu diesem Zwecke besonders geeignet sind. (Vergl. 
z.B. $1, Art. 3 dieser Arbeit.) 





5 
1 dt 1 
/S ==) 
[3 € 
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"eos 2(2n + 


t 


1 7t 
E log ten 


Also ist, wenn nur n gehörig groß ist, 


log 


Da & beliebig klein angenommen werden kann, «st also 


lim 0, = = no “ 


Die Methode, 
Konstante 


bestimmt habe, 
der Konstanten 


_2 2 jo 


geeignet. In der Tat ist 


(sin (2n+1)t) 


de+ " [G 


Da aber 





sin’ (2n+ 1)t= 


DVD| m 


mit welcher ich den asymptotischen Ausdruck der 


>) t 
“ |sin(2n+1) dt 


sin { 


ist auch zur Bestimmung des asymptotischen Ausdruckes 


(2n+1) U 


sin t 


sint 


1 )sin® (2n+1)tdt 


. cos2(2n+1)t, 


zu = / Tu t at. 


Weiter ist 


2 fy1 
ws >: 





t+-nn 





)sin? tdt-+ e,. 
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Wenn ich also wieder die Gleichung (14.) berücksichtige, so erhalte ich 


a t 
: er 2 r(—) 
: — '-- J sin: 1dı— .g [ — —_ ginttdil+e,. 


0 ri 
7T J 








Dies liefert endlich für o, den Ausdruck: 


(24.) 0, log N-H-Yot &; 
wo 
1 3 RR 
0 

und 

lım «,= 

Damit ist zunächst wieder bewiesen, daß s,(0) für das n-te Glied 

der Folge 


. 3 . L . L 
sin ,; sın3,; er sın (2n+1)5; .. 


ein solcher positiver Wert o, ist, der mit wachsendem n gegen Unendlich 
konvergiert. Aber auch die Art des Unendlichwerdens von o, ist durch 
den asymptotischen Ausdruck (24.) näher präzisiert. 

5. Im vorhergehenden habe ich, um zu beweisen, daß der Wert 


s„(0) für sın (2n-+ 1); mit n ins Unendliche wächst, die Methode des 


$ 1 benutzt. Indessen läßt sich die n-te Fouriersche Partialsumme der 
Funktion sin (2n-+1) 5 an der Stelle 2=0 auch direkt leicht untersuchen. 
Überhaupt kann man eine beliebige Fouriersche Partialsumme (d. h. die 
unendliche Fouriersche Reihe) der Funktion sın (2r + 1)5 explizite dar- 


stellen und aus dieser Darstellung alle merkwürdigen Eigenschaften dieser 
Partialsummen für die Stelle &=0 mit Leichtigkeit ablesen. 


4 


Die explizite Fouriersche Reihe von sin (2n+ 1) 5 


(diese ist eine 


Kosinusreihe) lautet nämlich: 


(25.) sin (2n+1) 5= Au+ 41 C08 + +-+4,00827 +. (IST <2n), 
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wo 
+2 
RL. | 2 («=1, 2, 3 ) 
en I . x=1,2,3,... 
(26.) (+3) 
Ber 
Ri re 
nr 


Aus den Formeln (26.) sehen wir, daß die Koeffizienten 

Be 

alle positiv sind, während die Koeffizienten 
a 
alle negativ sind. Nun ist aber die Gleichung (25.) auch für 2=0 gültig. 
Daher ist 
Gt 44° +a,+0,.17°*=0. 

Daraus folgt, daß sämtliche Partialsummen der Reihe 

Got aıt ta, te 
positiv sind. Weiter folgt daraus, daß diese Partialsummen im Anfange 
beständig wachsen, in der Partialsumme s, ıhr Maximum erreichen und 


vom Indexwert n an fortwährend abnehmend gegen Null konvergieren. 
Aus der Formel (26.) folgt endlich sehr einfach, daß die maximale Partial- 


summe, d.h. der Wert ven s,(0) für sin (2n+1) 2 erößer ist als 
e. log (2n-+1) 
2rı 


und also mit wachsendem n ins Unendliche wächst. (Vgl. Note I.) 

Ich habe also mit Hilfe der Formeln (25.), (26.) ganz elementar 
bewiesen: 

Die Funktionen 


IS 


< ’ .».» 


(22.) sin 5 sin 3 sin (2n+1) 


DD 


PEREE 
haben die folgenden Eigenschaften : 


1. Sie gehören alle zum Bereiche der stetigen Funktionen f(x), für 
welche f(z)<1. 
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2. Sämtliche Fourversche Partialsummen irgendeiner dieser Funktionen 
sind an der Stelle ©=0 positiv. 
3. Die n-te (d. h. die maximale) Partialsumme von sin (2n +1) 5 


für <&=0 hat einen Wert, der größer ist als en log(2n+1) und der also 
mit wachsendem n gegen Unendlich konvergiert. 

Ich lenke hier die Aufmerksamkeit besonders auf die Eigenschaft 2. 
der Funktionenfolge. Die Durchsichtigkeit meiner Beispiele in $ 3 beruht 
zum Teil auf dieser Eigenschaft. 


6. Die Folge w,(x) entsteht dadurch, daß ich in ; 
(27.) sin u% | ; 


der Reıhe nach die Zahlen 


1 1 1 
DE 1+5, nt 5 ... 


setze. Setze ich nun z. B. in (27.) für « der Reihe nach die Zahlen 
a SE an 
so erhalte ich die Folge 
(28.) sin 27, sin4x, ...sin2nz, ... (0<Se<n), 


die wieder alle wesentlichen Eigenschaften der Folge y,(x) besitzt. 
Es sei allgemein 


y(u,z) = sin ux für O<rı <a, 


(29.) 
y(u,2)=w(u,2n—x) für n<e<2n. 


Hier bedeutet u eine beliebige positive reelle Zahl. 
Die Fouriersche Reihe von w(u,x) (diese ist eine reine Kosinus- 


reihe) lautet: 
y(u,2) = +4, 060824. -+4,00820+:. (0<r<n), 


wo 


(«=1,2,...) 


 14+(-1) oosun 2u 
RE Vi 


(30.) ar 





_1-eosun 1 
Te u 


Bezeichnet [u] die größte ganze Zahl, die < u ist, so sind die Koeffizienten 


d,= 





ae a Re tt 2 = E i NIE ENDE TEE N en TrrR 
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> 


(do; dı; ...l,,, 


alle nicht negativ, wärend die Koeffizienten 


Gu+1> Uu+2> ++ 


alle nicht positiv sind. Da wieder 
G,T+a, +0 +++ =0 


ist, sind daher sämtliche s,(0) der Funktion w(«#,x) nicht negativ. Die 
s,(0) sind wieder leicht zu studieren. Z. B. für w(2n,z) sind s,,_, (0) 
—$,,„(0) die maximalen Partialsummen, und ihr Wert konvergiert für 


limn=w gegen +w. Daher ist in der Tat 
(31.) y(2,x2), w(4,2), ...w(2n,x), ... 


eine Folge des Bereiches f(x) <1, deren Funktionen die wesentlichen 


Eigenschaften der Folge w,(2)=w(n + x x) besitzen. 


> b) 

7. In meiner Note II. habe ich eine weitere Folge von stetigen 
Funktionen mit den in Betracht kommenden Eigenschaften aufgestellt, die 
wohl für die Zwecke des nächsten Paragraphen am meisten geeignet ist. 


Es seı für Oo<c<2n 


COS £ cos 2r 
(1,2)= _— u 
92 ws COST N cos 2x cos 3# cos 42 
Fr 2 1 1 2 
(3 WM... 2, 00 2x cos3r eosdz cosdr «eos6br 
? 3 2 1 1 2 u, 
COS X cos 2x cosnz ceos(n-+1)r cos 2nz 
ET 


Für das Kosinuspolynom #(n,x) sind sämtliche Werte s,(0) nicht negativ. 
Die maximale Partialsumme hat den Wert 


1 1 1 
s„(0) = — ta tr tr, 


n 


ist also größer als logn und wächst daher für lim n= ins Unendliche. 
Weiter läßt sich zeigen, daß für jeden reellen Wert von z und für jeden 
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positiven ganzzahligen Wert von n 
6(n,2)|<34. 
Daher gehört die Folge 





6(n,z) 

(32.) 34 (n=1,2,3,...) 
gewiß zum Bereiche |/f(x) <1 und besitzt alle wesentlichen Eigenschaften 
der Folgen 

(22.) v(n+2,2), (n=0,1,2,...) 

(31.) v(2n,z). (n=1,2,...) 


8. In meiner Note II. habe ich behauptet, daß 


ö(n,a)| = |? cos2r , 4 mente... cos 2nz| 


In nl, . 








für jeden positiven ganzzahligen Wert von n und für jeden reellen Wert 
von x und habe den Beweis dafür angedeutet. 

Jetzt will ich obige Ungleichung verallgemeinern und verschärfen. 
Es gilt folgender merkwürdige Satz: 








Es sei 
a) ER DR 
N n—]1 1 
_cos(r+n+l)a _,,,_ eos(r+2n)z 
1 N 3 


Dann st 
O(n,r,x) < 25,6 
für jeden positiven ganzzahlıgen Wert von n, für jeden nicht negatwen ganz- 
zahlıgen Wert*) von r und für jeden reellen Wert von x. 
Beweis: Es ist 











n cos(r +n— 1)& ” cos(r+n X 
An,r,2)= 3 cos(r+ v+ 15 (r+n+») 
vl v An v 
also ıst 
x 





1 2 
(34.) O(n,r,x)=2 sin(r+n+5)2-& 


*) Ja sogar für jeden reellen Wert von r. 
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Der absolute Betrag des ersten Faktors auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung ist <2. Es genügt also zu zeigen, daß 


(35.) a] | PR <,8, 


v=1l 


für jeden positiven ganzzahligen Wert von n und für jeden reellen Wert 
des Intervalles 


I<I<;- 
Ich gebe nun den Beweis der Ungleichung (35.). 
Es seı 
sin!  sin2t ‚ sinnt 
u,(t)= 1 + > Peer n ’ 


und es sei M eine positive Konstante, so daß 


| sin t sin 21 in nt 
(36.) ll + + + <M 


ist für jeden positiven ganzzahligen Wert von n und für jeden reellen 
Wert von t. Dann ist, behaupte ich, 


(|| U 9, 3 M. 


v1 v 


In der Tat ist 


1 sin sin 31 sin (2n —1)t 
-— - m — - _ .». en — 
(37.) Uon-ı (t) > Un (2 ) 1 r 3 r 9n—] 
und 
In(t) sint , sin3i sin (2n—1)t 
— _— - nn En in ... _- 
(38.) 2 u’ 4 an 2 


Wenn ich von der Gleichung (38.) die Gleichung (37.) abziehe, so 
erhalte ich 





1(t) 1 
5 2 = Un1(t) Zn (2t) 
F 1 u 1 1 
+(5—1)sint+(3—;) sın 314... +(5-—,.—) sın (2n—1)t. 
Daher ist 
Anlt) M FORCE TERN | 1 1 M 
„\l_M 1; . Be IT Li / 
2 < rar 913 Tr 71 nz rl. 


Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 1. 
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Also ist 
7,() 2-4 3M, 


was zunächst zu beweisen war. 
Nun behaupte ich, daß man in der Ungleichung (36.) 


M=3,6 


setzen kann. 
In der Tat, es ist bekanntlich 


t 
£ 
u sin(2n+1)&d$ 
Un (t)= 2 +/ sin & . 


Setze ich also “m z, so erhalte ich 








sin & 


2 
EN fatal, (<<), 
Daher ıst 
82) < nf sin an + lEgE 
0 | 


Nun ist aber die Funktion von 2 


z 


SUREDE, 0 
—3 





sin & 
stets positiv und erreicht ihr Maximum für 2= 5 — MR Also ist 
= @ Ede 
| 7E sin (2n+ 1)&d 
nen franz u 
Da aber 
sinv& ,. " sin & 
f sin & d5= / A ae 
0 vsin — 


fortwährend abnimmt, wenn v von v=2 an fortwährend wächst, 


ist für jeden positiven ganzzahligen Wert von n 





so 
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ra 
Zn+l rt 


sin (2n + 1)& en 
m ds</ | „da= / co Zda=2. 
o 2sin ’ u 


Also ist 


(22) <? +2< 42- 3,6 für 0<2<®. 


Schließlich erhalte ich 
4,(t)) <2+3-3,6= 12,8 
für 0o<t<<{n und daher für jeden reellen Wert von t. 


Daraus folgt aber: 
O(n,r,&) <25,6 


für 
r=0,1,2,3 ' 
n=1,2,3,..., 
— n<c<+xX 


Die Folge 
eii.r,0), HRID, - Ht,; -- 
ist, wenn ich das allgemeine Glied etwa durch 26 dividiere, auch eine Folge 
vom Charakter der Folgen w(n+ \ 2), w(2n,x), #(n,x). Hier bedeutet 
r eine nichtnegative ganze Zahl, deren Wert in jedem einzelnen Gliede 
der Folge ganz willkürlich gewählt werden kann. Diese Willkürlichkeit 


in der Wahl des Wertes des nichtnegativen Parameters r werden wir im 
nächsten Paragraphen ausnutzen. 


$ 3. Beispiele stetiger Funktionen mit divergenter Fourierreihe. 


9. Lebesgue hatte die bemerkenswerte Idee, die Folge der Signum- 
funktionen y,(x), die unter (21.) definiert sind, zur Herstellung einer 
überall stetigen Funktion zu benutzen, deren Fouriersche Reihe an der 
Stelle 2=0 divergiert. Er bemerkt, daß die unstetigen Funktionen %, (x) 
durch geeignete stetige Funktionen approximierbar sind, und beweist nun 
mit Hilfe dieser neuen, stetigen Folge von Funktionen die Existenz einer 
überall stetigen Funktion, deren Fouriersche Reihe für z&=0 divergiert. 

Gr 
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Diese überall stetige Funktion definiert er in der Form einer unend- 
lichen Reihe. 


Mit Hilfe meiner Folgen v(n+5,2) (unter (22.)), w(2n,x) 
(unter (31.)), O(n,x) (unter (32.)) usw. war ich nun in der Lage, explizite 
Beispiele Lebesquescher Konstruktion zu geben. Da sämtliche Partial- 
summen der Fourierschen Reihe irgendeines Gliedes dieser Folgen an der 
Stelle 2=0 nicht negativ sind, haben meine speziellen expliziten Reihen 
noch den Vorzug, daß die Divergenz ihrer Fourierschen Reihe an der 
Stelle &=0 elementar und ganz kurz beweisbar ist. Weiter kann ich, 
dank des expliziten und einfachen Charakters dieser Reihen, nicht nur 
feststellen, daß ihre Fourierschen Reihen an der Stelle &=0 divergieren, 
sondern ich kann auch die Natur dieser divergenten Reihen weiter verfolgen. 

Aus den früher auseinandergesetzten Eigenschaften der Folge 


(22,) sin 5 sin 3 5, ... sın(2n-+1) 


Me ... 


DS 


folgt ohne weiteres: 


Die unendliche Reihe 


sin (2° +1) n 





2 


(22'.) hia)= & 


v 


stellt im Intervalle 0o<x<2n eine solche überall stetige Funktion dar, 
deren Fouriersche Reihe an der Stelle =0 divergiert. 

Dieses Beispiel habe ich zuerst in meiner Note I. gegeben. 

Aus den früher auseinandergesetzten Eigenschaften der Folge 


(31.) v(2,2), w(4,2), ... w(2n,%), ... 
folgt ohne weiteres: 
Die unendliche Reihe 


’ © sin2’”r Ä 
a) fala)= 3 5 


v=1 v 


stellt eine im Intervalle 0o<x<n überall stetige Funktion dar. Die Fourier- 
sche Kosinusreihe dieser Funktion für dasselbe Intervall Oo <x<n ist an der 
Stelle 2&=0 divergent. 

Dieses Beispiel habe ich ebenfalls zuerst in der Note I. gegeben. 





LEER 
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Definiere ich 
F(x)=f,(x) für Oo <c<n 
und 
F(x)=h(2n—2)=—f,(r) für n<e<2n, 


so ist F(x) eine ım Intervalle Oo<x<{2n überall stetige Funktion, deren 
Fourversche Reihe mit der Kosinusreihe von (31’.) identisch ist, und deren 
Fouriersche Reihe daher für 2=0 divergiert. 

Die Reihe (31’.) ist eine auf das Intervall 0<x<{n bezügliche 
Fouriersche Sinusreihe.e Es wird wohl manchem Leser interessant er- 
scheinen, daß man durch eine auf das Intervall 0o<xz<<n bezügliche Fourier- 
sche Sinusreihe eine solche überall stetige Funktion definieren kann, deren 
Fouriersche Kosinusreihe (für dasselbe Intervall) an der Stelle x= 0 divergiert. 

Aus den früher auseinandergesetzten Eigenschaften der Folge 


9(1,2), 6(2,2), ... Oln,z), ... 


folgt ohne weiteres: 
Die Reihe 
02,2) 


(32’.) l,(2)= z 


v=1 v? 


sche Reihe (diese ıst eine reine Kosinusreihe) ist an der Stelle = 0 divergent. 

Dieses Beispiel habe ich zuerst in der Note II. veröffentlicht. 

Die Stelle, an welcher die Fouriersche Kosinusreihe irgendeiner 
der Funktionen f,(z), fs(xz), fs(x) divergiert, ist die Stelle =0. Es ist 
nun leicht, eine überall stetige Funktion zu konstruieren, deren auf das 
Intervall (0,2) bezügliche Fouriersche Reihe an irgendeiner bestimmten 
Stelle « dieses Intervalles divergiert. Ich nehme z. B. die Funktion f, (x). 
Diese ıst für 0O<x<{2n durch die Reihe (22’.) definiert. Für die übrigen 
reellen Werte von x sei f,(z) durch die periodische Fortsetzung definiert. 
Dann ist fi(<—a) auch eine überall stetige Funktion, deren auf das 
Intervall (0,2) bezügliche Fouriersche Reihe an der Stelle =a divergeert. 

Ich will noch ein viertes Beispiel f,(x) konstruieren. 

Die Definition der Funktionen f,(z), f.(x), fs (x) ist zwar genügend 
einfach; bilde ich aber die Fouriersche Kosinusreihe irgendeiner dieser Funk- 


tionen: 
An + 4, COST + +"-+A,COSZT + +++, 
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so ist die Formel für a, nicht genügend einfach. Der Koeffizient a, er- 
gibt sich für jede der drei Funktionen f,(xz), f.(x), f(x) in der Form 
einer unendlichen Reihe. 

Ich wil hier eine überall stetige Funktion f,(x) angeben, deren Fourier - 
sche Kosinusreihe (für das Intervall 0o<z<<In) an der Stelle «=0 


RT ENT TAT 
Ahern = Plaaiae 


Agt4dı +4, +» +a,+°* 


divergiert, und für welche die a, einem einfachen Gesetze gehorchen *). 
Es sei 6(n,r,x) das unter (33.) definierte trigonometrische Polynom. 4 
Dann, behaupte ich, st h 





’ » Bar 7,2 3 

(33 fı (2) = = ’ 4 
wo**) | 
r,=0, r,=2.2”+2.2°4...42.200° v=2,8,...) | 


eine solche im Intervalle Oo <xz<n definierte überall stetige Funktion, deren 
Fouriersche Kosinusreihe für =0 dwergvert und für welche der Koeffizient 
a, einem einfachen Gesetze gehorcht. 

Daß die Kosinusreihe von f,(x) für =0 divergiert folgt aus den 
früher auseinandergesetzten Eigenschaften der trigonometrischen Polynome 
O(n,r,%). 

Was nun das Gesetz der «a, anbelangt, wo also 


fı(2)= a, +4, 608 C++ -+qa,cos20 +... ((<zr<n), 


so läßt sich dieses Gesetz in folgender Weise sehr einfach angeben: 
Man betrachte die aus 2n Zahlen bestehende Zahlengruppe 


1 1 1 1" ] 
ec, Three eier 





Man bilde diese Gruppe für die folgenden Werte von n: 
na, Pr, 2, .. 2", ; 


*) Herr Zebesgue hat in einem Briefe an mich diese interessante Frage gestellt. 
**) Hier ist r, so gewählt, daß, wenn man die Glieder der Reihe (33’.) spaltet, 
die so entstehende Reihe die Kosinusse sämtlicher Multipla von x einmal, und nur 
einmal enthält. Die durch Spaltung der Glieder entstehende Reihe ist eben die Reihe 


Pe) 


> a„cosx«. 


»=1 





se 


RE 
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(So entstehen Zahlengruppen, die resp. aus 


BE, u 


Zahlen bestehen). Man denke sich weiter diese Zahlengruppen der Reihe 
nach alle nebeneinander geschrieben, nachdem man aber vorher die Zahlen 
der v-ten Gruppe alle durch v* dividiert hat. So entsteht eine ganz bestimmte 
unendliche Folge von Zahlen, und das Gesetz der a, von f,(x) lautet einfach: 
Es ıst u=0, und a, ist die x-te Zahl in der eben definierten 
unendlichen Zahlenfolge. 
Es ist also 


1 1 
41=75> a=l1l, G=—l, uU=—5; 
RE 1 Wo 1 
Er ve 


10. Ich bemerke hierzu noch folgendes: Ich habe zum erstenmal 
eine divergente unendliche Reihe 


(39.) wtu+W+ tut -- 
aufgestellt, für welche 
lım u, —=0 


ist und für welche die Folge der arithmetischen Mittel der Partialsummen 


E I \ —. N ei .. de 4 
Sg I 51 So I > 7 ° I Sn 


Ss 3 ... = N u ... 
Dies n+1 


dennoch konvergiert. Ich verwies eben auf die divergente Fouriersche 
Reihe, die zu einer überall stetigen Funktion gehören kann. Nachher hat 
Herr Pringsheim solche Reihen (39.) auf ganz elementarem Wege hergeleitet *). 
In einer ungarisch geschriebenen Arbeit**) habe ich weitere Beispiele solcher 
Reihen (39.) mitgeteilt. Z. B. liefert die Reihenentwicklung von 


*) Über die Divergenz gewisser Potenzreihen an der Konvergenzgrenze. Sitz. 
der bayer. Akademie, math.-phys. Kl. Bd. XXXI, Heft IV, 1901, 5. 505—524. 

**) „Über die Bestimmung asymptotischer Werte“ (ungarisch), Math. &s Term. 
Ertesitö, Bd. XXVII, 1909. 

Vgl. auch meine Note: Sur une möthode de M. Darboux. Comptes Rendus 
de l’acad. des sciences. Paris. T. 147 (30 novembre 1908). 
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e:—1 


=WTtU2 +. +u,?”+ 


1—z 





eine solche Reihe 
%tUu rt: -+Uu,t°-. 


Hier habe ich nun wieder ein neues Beispiel für eine Reihe wie 
(39.) aufgestellt; nämlich die eben definierte Reihe 3 a, ist eine solche. 


x—=1 


$ 4. Bemerkungen über die Natur der Divergenz dieser Fourierreihen. 


11. Im folgenden möchte ich einige Bemerkungen mitteilen, welche 
die Divergenz der Kosinusreihen der Funktionen (22’.), (31’.), (32’.), (33’.) 
näher charakterisieren. 

Es sei f(x) eine überall stetige Funktion, und es seien s,(x) ihre 
Fourierschen Partialsummen. Dann ist bekanntlich 


lim inf. s,(2)<f(z)<Z lim sup. s, (2). 


ı=®©0 


Die Stelle ©=0 betrachtend, kann ich diesen Satz kurz so aus- 
sprechen, daß die Fourverschen Partialsummen s,(0) (x=0,1,2,...) um 
den Wert /(0) der stetigen Funktion oszillieren, wobei es aber auch vor- 
kommen kann — und dies ist bekannt in dem Falle, wo die Reihe für 
z=0 konvergent ist — daß z. B. stets s,(0)>f(0) ıst. Die Beispiele 
fı (2), f2(®), fs(®), Filz) zeigen nun, daß dies auch im Falle der Divergenz 
vorkommen kann. 

In der Tat, sämtliche Partialsummen s,(0) sind für sämtliche 
Funktionen sin (2n+1) 5 positiv. Daher sind auch sämtliche s,(0) von 


fı(z) positiv. Da f,(0)=0, habe ich hier also in der Tat 
s,(0)>f(0) für z=0, 1,2, 3,2... 


Auch für f(x), fs(z), fı(z) liegen die Partialsummen s,(x) einseitig 


zum Funktionswert f(0)=0. 
12. Ich betrachte eine der Funktionen f,(z), /.(z), fs(2), fı(z) 
und bezeichne sie mit f(x). Ich habe erhalten, daß an der Stelle 2=0 


f(0)=0 
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ist, und daß für diese Stelle die Folge der Partialsummen der Fourierschen 
Kosinusreihe 


so(0), sı(0), s2(0), ... 5(0), ... 


eine Folge von positiven (oder wenigstens nicht negativen) Zahlen ist. 
Diese Folge ist, wie ich erwiesen habe, divergent. Bilde ich aber die 
Folge der arithmetischen Mittel 


50(0) + 51 (0) (0) + +++ 5n(0) 


s0 (0), nn er u 


so muß diese Folge konvergieren, und zwar gegen f(0)=0 als Grenzwert *). 
Diese Tatsache läßt sich besonders einfach für die Funktion f, (x) 
(definiert durch Gleichung (33’.) des $ 3.) verifizieren. Es ist in der Tat 


recht einfach einzusehen, daß die arithmetischen Mittel der Partialsummen 
der Reihe 


(40.) A,t+A:3+ ++ +a, +» 


gegen Null konvergieren. Man muß nur in Betracht ziehen, daß die arith- 
metischen Mittel der Partialsummen der Reihe 


1 
.ı +4. +1-1- 


n Nn— 2 


% 


1 
—.— +040404+ 


alle kleiner sind als eine positive Konstante, die von n unabhängig ist. 
Dies möchte ich aber hier nicht ausführen; ich bemerke nur noch, daß 
z. B. diejenigen Partialsummen der Reihe (40.), deren Indizes 


2, 2.2742”, 2.2742.2° 429, ... 2.24 ...42.2° 420409, 


sind, gegen Unendlich konvergieren, während z. B. die Partialsummen von 
(40.) mit den Indizes 


2.28 2.27 12.2°, ... 2.27 12...42.2°, .. 


alle gleich Null sind und daher gegen Null konvergieren. 

13. Der Frage nach einer überall stetigen Funktion, deren Fouriersche 
Reihe an einer Stelle x des Intervalles (0,2r) divergiert, will ich hier 
noch eine andere Form geben. 


*) S. meine Note: Sur les fonctions bornees et integrables, Comptes Rendus 
de l’acad. des sciences. Paris, 10 d&cembre 1900, und meine früher zitierte Arbeit in 


den Math. Annalen Bd. 58, (1904). 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft. 


=] 
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Da bei der Fourierschen Reihe die Stellen z des Intervalles 
0<x<2n sämtlich die gleiche Rolle spielen, genügt es, z=0 zu nehmen. 
Weiter kann ich die überall stetige Funktion f(x) der Bedingung 


f(z)=f(2n—x) (0<2<n) 


unterwerfen. 
Die Fouriersche Reihe einer solchen Funktion ist eine reine Kosinus- 
reihe: 
(2)=a0+ 4, 608 %+++-+a,c0822+.+ ((<r<a), 
wo 


_—. So u ) cosxtdt. («=1,2,3,...) 
7T 7T z 


Da für 2=0 die Kosinusreihe in 


dot Ad, +A ++" TAa,t 


übergeht, habe ich also obiges Problem auf folgende Form gebracht: 
Es soll eine im Intervalle 


überall stetige Funktion f(x) Benatniiart werden, für welche die unendliche 
Reihe, gebildet aus ıhren Kosinuskonstanten 


(41.) Gott tat, 


1 yf we 
(42.) = J I(t)dt, = J f(t) cos ztdt («=1,2,3,...) 


eine divergente Reihe ist. 
Dieses Problem wurde nun im vorhergehenden gelöst. Bedeutet 


f(x) irgendeine der Funktionen f,(2), f.(z), fs(2), fı(x), so ist die Reihe 
(41.) divergent. 


Ich erinnere daran, daß die Folge der arithmetischen Mittel der 
Partialsummen der Reihe (41.) für eine beliebige stetige Funktion f(x) 
konvergent ist und gegen f(0) konvergiert und daß 


atatat+ ++ 


ebenfalls für eine beliebige stetige Funktion f(x) konvergent ist. Daraus 
folgt, daß 


KLEE 





| 
| 
n 


2 





a nt no 


x Rr ni En k SER 
De help hateidesilbershen bee BR nn AT E 
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lım a,=0 


ist. 
Bei den zumeist gebräuchlichen endlichen und stetigen Funktionen 
kann man sogar gewöhnlich eine Konstante @ angeben, so daß 


a 
An < at (n=1,2,...) 


Ich wıll aber hier zeigen, daß für eine geeignete endliche und _ stetige 
Funktion f(x) die Kosinuskonstanten beliebig langsam gegen Null konvergieren 
können. 

Es sei z. B. f(x) durch die unendliche Reihe 


© cos4’x 


Ha)= 25 
definiert. 
Die Kosinuskonstanten a, dieser Funktion f(x) sind alle gleich Null, 
ausgenommen diejenigen a,, deren Indizes 
ES 
sind. 
Es sei n=4". Dann ist 


u. log 4 1 


4.=— 


” logn ” logn" 


Es ist also für unendlich viele Werte des Index n 
”— Jogn' 


Ähnlich kann man überall stetige Funktionen f(x) definieren, für 
welche bei unendlich vielen Werten des Index n die Ungleichung 


1 
(In > jog log n 


stattfindet. 


$ 5. Schlußbemerkungen. 


14. Aus dem vorhergehenden ersieht man, daß die Funktionen f, (z), 
fr(2), fs(x), f(x) schon sehr einfache und leicht analysierbare Beispiele 
von überall stetigen Funktionen liefern, deren Fouriersche Reihe an einer 
Stelle des Intervalles 0O<2<<2n divergiert. 
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Bekanntlich hat P. du Bois-Reymond entdeckt, daß solche stetigen 
Funktionen existieren. Seine Konstruktion von Beispielen und die seiner 
Nachfolger beruhen auf einem andern Prinzipe. Diese Beispiele sind, wenn 
auch sehr lehrreich, doch weniger einfach. 

Du Bois-Reymond hat noch die Frage gestellt, ob es überall stetige 
Funktionen gibt, deren Fouriersche Reihe überall divergiert. 

Dieses Problem ist noch heute ungelöst. 

Man könnte vielleicht glauben, daß z. B. die Fouriersche Kosinus- 
reihe der Funktion 
Tanne 

yv: 


(31°.) f.(@2)=E (<x<n) 


nicht nur für x=0 divergiert (dies habe ich bewiesen), sondern auch für 
jede andere Stelle des Intervalles (0,r). 


Das ist aber nicht der Fall. Es sei z, eine innere Stelle des Inter- 
valles (0,77), welche die Form 


(43.) nen 


hat, wo r,s positive ganze Zahlen bedeuten. 


Weiter bewege sich die reelle Variable £ zwischen so engen Grenzen, 
daß die Werte 


tt 
noch alle in das Innere des Intervalles (0,r) fallen. Dann ist 


nt 2 Herd, Dre, 


2 2 
v—=1 v y=k v 





wo k die kleinste positive Zahl bedeutet, für welche k’>s ist. 

Die Funktion $’(t) ist eine ganze transzendente Funktion von { 
und genügt also in der Umgebung von t=0 gewiß jenen Bedingungen, 
die zur Konvergenz der Fourierschen Reihe hinreichen. Aber auch ®” (t) 
genügt in der (zweiseitigen) Umgebung von t=0 einer solchen Bedingung. 


Es ist nämlich für jedes 2 (und insbesondere für eine gewisse kleine Um- 
gebung von t=0) 


b’(—1)=—b”(t). 











er TTEN 
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Daher konvergiert die Fouriersche Kosinusreihe von f,(2) an der 


Stelle 
r 


(43.) = Zaun. 
Die Stellen (43.) erfüllen das Intervall (0,r) überall dicht. 
Vielleicht werden aber die Betrachtungen dieser Arbeit doch dazu 
verhelfen können, daß man auch über die Frage nach der Existenz von überall 
stetigen Funktionen mit überall divergenter Fourierreihe endlich Klarheit 
bekommt. 
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Die Gleichung der Schwarzschen Minimalfläche 
in ihrem Zusammenhange mit den hyperelliptischen 
Thetafunktionen. 


Von Herrn @. Hettner in Berlin. ' 





In der Abhandlung „Bestimmung einer speziellen Minimalfläche‘‘*) 
hat Herr H. A. Schwarz die Gleichung derjenigen einfach zusammenhängenden 
Minimalfläche aufgestellt, die durch ein von vier gleich langen Strecken 
gebildetes räumliches Vierseit hindurchgeht, bei dem je zwei zusammen- 
stoßende Strecken einen Winkel von 60° miteinander bilden. Für diese 
Fläche ist in den Ausdrücken 


$ 


. 


= SU-s)E)de + SU-)Eı (ds, 


8 


y= fiit+s)%)ds — fill+S)R(sı)ds,, 


z= /2s%(s)ds + [2s18.(sı)dsh, 


die Weierstraß**) für die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte einer 
Minimalfläche angegeben hat, 


= ————, $0)-+1 





*) H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 1 (1890), 
S. 6—125. 


**) Weierstraß, Mathematische Werke, Bd. 3 (1903), S.43. — Um mit den 
von Schwarz entwickelten Formeln in voller Übereinstimmung zu bleiben, ist hier in 
den Weierstraßschen Formeln 2%(s) statt %(s) gesetzt worden. 





ei 
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und 
1 


gr BMI 


zu setzen*), und um die reellen Punkte der Fläche zu erhalten, sind den 
Variablen s und s, konjugiert komplexe Werte beizulegen. Die Integrationen 
zwischen denselben Grenzen sind auf gleichen Wegen auszuführen. 

Für die Schwarzsche Fläche treten daher in den vorstehenden 
Formeln drei linear unabhängige Integrale erster Art des durch die 
Gleichung 

F=1—14s'+s° 


definierten hyperelliptischen Gebildes vom Range 3 auf. Durch Einführung 
neuer Variablen führt Schwarz diese hyperelliptischen Integrale auf ellip- 
tische zurück und stellt mittels des Additionstheorems der elliptischen 
Integrale jede der drei Koordinaten x, y, z durch ein elliptisches Integral 
dar, dessen obere Grenze eine algebraische Funktion von s und s, ist. 
Die Elimination von s und s, führt dann zu der Gleichung der Fläche, 
die sich in der Form ergibt, daß eine in bezug auf elliptische Funktionen 
der drei Koordinaten ganze rationale Funktion gleich Null ist. 

Angeregt durch diese Arbeit von Schwarz hat Weierstraß auf eine 
besondere Gattung von Minimalflächen aufmerksam gemacht **), bei denen 
mit Hilfe des Umkehrungsproblems der hyperelliptischen Integrale die 
Elimination von s und s, in den obigen Formeln gelingt und deren Gleichung 
in der Form 

3 (%,,%,%,)= 0 


dargestellt werden kann, wo v,, %,, ®, lineare Funktionen der Koordinaten 
x, y, z sind. Die in diesen linearen Funktionen auftretenden Konstanten 
und die Moduln der Thetafunktion sind in jedem einzelnen Fall besonders 
zu bestimmen. 

Für die zu dieser Gattung gehörende Schwarzsche Fläche soll nun 
diese Bestimmung im folgenden wirklich durchgeführt werden. Die Theta- 
funktion dreier Veränderlichen muß hier in ein Aggregat von Thetafunk- 
tionen einer Veränderlichen zerfallen, und je nach der Wahl des Moduls 


*) Schwarz, Bd. 1, S. 32. 
**), Weierstraß, Bd. 3, S. 241—247. 
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dieser elliptischen Thetafunktionen ergeben sich die drei verschiedenen 
Formen, in denen Schwarz die Gleichung der Fläche aufgestellt hat*). 


1. 


Die in den Weierstraßschen Formeln auftretenden hyperelliptischen 
Integrale werden auf andere, für die Untersuchung ihrer Periodizität ge- 
eignetere zurückgeführt, wenn man zu einem neuen rechtwinkligen Koor- 
dinatensystem (x’, y’, 2’) übergeht, dessen 2’-Achse mit der z-Achse zu- 
sammenfällt, während die %’-Achse den Winkel zwischen der z- und 
y-Achse halbiert**); dann ist 








Wenn 
V3—1 





gesetzt wird, so sind die acht Wurzeln der Gleichung 1—14s' + s®=0 gleich 


1 


1 .%ı 2 V 
4,—; a, a Due a. Be 


7? 
Es möge nun noch das Koordinatensystem (z’, y’, 2’) parallel mit sich 
so verschoben werden, daß die unteren Grenzen der sechs Integrale 
gleich —a statt gleich Null werden. Bezeichnet man die Koordinaten 
eines Punktes der Fläche in bezug auf dieses dritte System wieder einfach 
mit x, y, z, da eine Verwechslung mit dem ersten System ausgeschlossen 
ist, so wird ***) 


= /Vi(1-i8)5(s)ds+ /Vi(1+i)$(s) ds,, 
y-/Viı+is)s(s)ds + SVl-is) 3(s) da, 


= /2s$(s)ds +/ 28, 3()dsı; 


*) Schwarz, Bd. 1, S. 73, 75, 137. 
**) Schwarz, Bd. 1, S. 37. 
**) Schwarz, Bd. 1, S. 37 u. 44. 





" Sea ee un Ne anne a 
a iu ER OR u m nn 
2 EN Br a ae a Ne, PRa Te. 
en le N ee ZIERT : 4 ; 
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dabei haben Yi und Vi die Werte 1** und 1%. 
+V2 +V2 
Damit auf den rechten Seiten die zweiten Integrale dieselbe Form 
wie die ersten annehmen, führen wir statt s, eine neue Variable 


ein*). Dann ıst 

FE) 5% (8) 
zu setzen, und die Ausdrücke für die Koordinaten eines Punktes der 
Schwarzschen Minimalfläche gehen in 


= fi —t(1—15: s)ds + fe (1—ı3?)5(s)ds, 


1 


v-/vit 1 +25?) (s) ds fu 1-+.3?)$(s)ds, 


2= [253 (s)ds + Sası ds 


6 
a 


über. In diesen Formeln treten drei linear unabhängige hyperelliptische 
Integrale erster Art auf. Das Bestehen dieser drei Gleichungen zwischen 
%,y,2 und s,s’ ist daher, wie sich aus den Sätzen über das Verschwinden 
der Thetafunktion ergibt**), hinreichend und notwendig dafür, daß für ge- 
gewisse lineare Funktionen v,,v,,v, der Koordinaten z,%,2 


3 (%,,0,,0;) = 0 
ist. Die Schwarzsche Minimalfläche gehört also in der Tat der von Weier- 
straß betrachteten besonderen Gattung an. 


2. 
Zunächst müssen die Werte der drei hyperelliptischen Integrale 


DJ 


[van 1-82) [vi 1+ 82) 3(s)ds, / 25% (s)ds 


0 


*) Weierstraß, Bd. 3, S. 243. 
**) Weierstraß, Bd. 3, S. 246 und Bd. 4 (1902), S. 603. 


Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 1. S 
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für die singulären Stellen des algebraischen Gebildes ?? = 1-—14s!+5® be- 
rechnet werden. Die Werte der Quadratwurzel Y1—-14s!-+s°® seien ein- 
deutig auf einer über die Ebene s ausgebreiteten zweiblättrigen Riemann- 


schen Fläche mit den vier Verzweigungsschnitten (a2) (ai ... -) 


, 


(—a..—2), (air. — -) dargestellt (Fig. 1)*). Für einen Punkt s, des 
oberen Blattes möge der Qua- 
dratwurzel derjenige Wert bei- 


Fig. 1. 


a|= 


gelegt werden, der gleich 1 wird, 
wenn man s stetig, ohne einen 
HE, „vi Verzweigungsschnitt zu kreu- 


ai 





zen, von s, in O0 überführt. 


5(s.) sei der reziproke Wert 








- ä des so bestimmten Wertes der 
-ai 


. vo Wurzel. 
Werden die vier Ver- 


zweigungsschnitte über die 


>. Punkte 3 Ei 


a a u u” a 





hinaus geradlinig in das Un- 
endliche verlängert, so sind die Werte der drei hyperelliptischen Integrale 
eindeutig bestimmt, solange der Integrationsweg nicht einen der Schnitte 
oder eine ihrer Verlängerungen überschreitet, und es bestehen die beiden 
Relationen 


[ 2s5(0)ds = (20306), [2s&(s)ds - / 2559 ds. 


Mittels der Substitution ®=u wird 


8 u ds 
2 ds = —- muenen 
£ a 2 V1—14wW+ur 
die Werte des hyperelliptischen Integrals auf der linken Seite lassen sich 
daher auf die eines elliptischen Integrals zurückführen. Setzt man für 
positive Werte der Quadratwurzeln 





*), Schwarz, Bd. 1, S. 38 u. 39. 
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a? 


2/ du Ba 


/Y1—14u+ u 
1 l 1 
2i/ / e = _— — 2; Pe mn au en — w, 
zVy—i1—14W#+4u) ZVYIr+rldW+ui 


so sind »® und w’ halbe Perioden des elliptischen Integrals. Das zweite 
Integral für »’ erhält man aus dem ersten, wenn man die Integration 


über einen die beiden singulären Punkte a* und 72 umfassenden geschlossenen 


Integrationsweg durch eine über die imaginäre Achse ersetzt. 

‚So ergibt sich für geradlinige, im oberen Blatte liegende Integrations- 
wege 

a vi . 
S2s5()6=5, S2308=7, T2s50)ds=w, 

wobei durch die Marke (+) 
oder (—) an einem Integral du 
angedeutet werden soll, daß 
der Integrationsweg auf der 
positiven oder negativen Seite*) 


des Verzweigungsschnitts endet. : 





Aus diesen drei Werten finden In 


! 
w+Ww 


sich mit Hilfe der beiden vor- 








her aufgestellten Relationen o+w’ su 0 ww’ 
für alle in Fig. 1 eingezeich- - 50 
neten Argumente s die in e 
Fig. 2 angegebenen Werte**) 


des eindeutig beschränkten In- 





1 N 
-Zu+rw -—D)-W 


tegrals [2 s% (s) ds. 
0 


Die beiden anderen hyperelliptischen Integrale erster Art lassen sich 


durch die Substitutionen ***) 


*) Weierstraß, Bd. 4, S. 288. 
**) Schwarz, Bd. 1, S. 40. 
***) Schwarz, Bd. 1, S. 41 u. 43. 
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Atele ... Adel mb 
s-V-i s—Vi 
auf das eben behandelte Integral zurückführen; es wird 


vi (1-18) 3(5)ds=— / 253 (s) ds, 


0 _ Vi 


Svia+is)3(s)d= — /2s%(s)ds, 
0 EN ne 
und zwar sind diese Gleichungen auch dem Zeichen nach richtig, solange 


s,s’, s” in der Umgebung der unteren Grenzen der Integrale liegen. Da nun 
den Werten 


1 u _ 1 D 
. m 0, G, a’ ar, a’ 4, ri dt, N: 
die Werte 
RE Sea: 9 ' ee 
s =— _ Fi an — a, Ad, —q 6) Ne 
V ’ a’ a’ ’ 3 ’ ’ a’ A 
und 
Mr ir 6 1 i 
DE a mc —6G6, —aı Ar Aa 
V ’ a’ a’ a’ a’ ’ ’ ) 


entsprechen, so erhält man aus Fig. 2 hiernach Fig. 3 für die Werte des 


Integrals Be 
fr (1—15?)% (s) ds 
0 














En “- u+lw' : w+lw' 
Fig. 3. 202 ii. 
1 1 
„ar, w 
1 1 SER er 
zur, w „0-,W 0-50 
Ze 1 5 
zu+zw -gu4zw 0 -30-,0 
r 1 Mr e 
„, uw 9, 
3 1 j mw 
-7u- ze end Yan 








TA EEE En . ni 









und Fig. 4 für die Werte des Integrals 








S Vin+is)g(s) ds. 
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Blatte der Riemannschen Fläche. 


Die Figuren 3 und 4 gehen auch mit Hilfe der Relation 


E Fig. 4. 

3 ' 

; ı 

1 3 4 

i 

i > wor, w zer > [0) 

. un 1 ‚ 

F aan zw +,® 

$ - 

i 3 1 1 1 

2 = e ve > = / a ? ! 
I zo ;,@ Jetrzw gurzw 
“ mann . -—-— 

E 1 B.3 1 0 3 1, 
E 5 u-,w -„u-,® ze0r3 w 
F [| 1 ’ 
2 > W— > “ 
R 
4 


Die Integrationswege liegen dabei für beide Integrale im oberen 


| /via +18?) (s)ds= /V- ?(1—i5?)%(s) ds 
0 0 


auseinander hervor. 


3. 


Zur Bestimmung eines primitiven Systems simultaner Perioden der 
hyperelliptischen Integrale erster und zweiter Art sind sechs geschlossene Inte- 
grationswege K,,Kı; K,,K;; K,,K; von der Beschaffenheit aufzusuchen, daß 
nur der zweite den ersten, der vierte den dritten, der sechste den fünften 
einmal in positivem Sinne durchkreuzt. Werden dann die vollständigen 


Integrale *) 


*) Weierstraß, Bd. 4, S. 330, 337, 361. 








dd! 
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Val-i)$(s)ds=20,,, SVnis)E)d=2u,, 


(Kp) ' (Rz) 

SVia+is)3(s)ds=20,,, SVYiu+is)3(s)ds=2u;,, 

K) (Kz) j 

S2s3(9)ds-2w,,, / 2535 (s)ds=-2w,, 

(Rz) (Kz) 
gesetzt, so bilden Fig. 5. 






































z ‚’ ‚ ‚ 
2W 1; 2W,2; 20,35 2w,ı, 2W, 2, 2W,3 (a=1,2,3) 


das System der simultanen Perioden der Integrale erster Art. In dem vorliegen- 
den Falle mögen die Integrationskreise entsprechend der Fig. 5 gewählt werden, | 
wobei die ausgezogenen Linien im oberen, die punktierten im unteren Blatt | 
der Riemannschen Fläche liegen sollen. Die Kreise X, und K\, K, und Ä;, 


ı 


K, und K, durchkreuzen sich in .der Nähe der Punkte 3 er —, während 


andere Durchkreuzungen der sechs Kreise nicht vorkommen. 
Indem man die Kreise in zulässiger Weise abändert, ergibt sich 


| r 
+77 +r- + - 
Tu / , Wa — S ’ Du — 7. ’ 


a ai —u 


ı u... 26: a N 
om Sum SS aa Sfr] 


— ai 


REN ED “ PN IR N A er IE ' 2-5 Zr 2, Ve 1; er Erg oa a 
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wo für @=1, 2, 3 die zu integrierenden Funktionen der Reihe nach gleich 
V-i(1-i8)F5(s)ds, Vill+is)F(s)ds, 23% (s)ds 
sind. Die Integrationswege sollen geradlinig angenommen werden und im 


oberen Blatte der Riemannschen Fläche liegen. Entnimmt man die Werte 
dieser Integrale den Fig. 2—4, so ergibt sich unmittelbar 


[4 
WW, WW, WW 
/ 
’ / / / 
0,=0, u =W+w, Wy=wW—w 


[4 [4 ’ 
VW +W, Ww=W+W, WE—=0 

[4 [4 [4 ’ / 
V;=0 +0, Wu—=d, Wu =W—W, 


Diese halben Perioden erfüllen, wie es sein muß, die drei Relationen *) 


U ’ I Ba N i 
P> (w,, 04, 0,,W )== 0. (a,5=1,2,3;a<[f) 


Zum Vergleich mit den allgemeinen Formeln in der Theorie der 
hyperelliptischen Transzendenten werde jetzt vorübergehend 


: 1 0 . 1 V 
—ar =4 — (0 a—=d —_-( ar =(A,, —— =(d,., —a=A — —=(. 
0> A 19» 29 Aa 37 43 a 593 26 > Aa f 


gesetzt; dann nimmt die Gleichung ??=1—14s!+s® die Form 
? = (s—4,) (s—a,)**-(s—4;) 
an. Die Punkte a,,a,....a, der Ebene s haben dabei eine solche Lage, daß 
die gebrochene Gerade (a, @,...a@,) sich nicht selbst schneidet**). Ferner sei 
V-i1—i8) Vi(1 + is?) 2 


—_=-Hlst), —— -=H(s,t),, 


—=H(s,t),, f 


so sind 
[ Ais,t1ds, SHis,t).ds, /H (s,t).ds 
drei linear unabhängige Integrale erster Art. 
Aus den Gleichungen 


u=/H (s,t).ds + SHs,1).ds+ SH(s,t).ds (a=1,2,3) 


*) Weierstraß, Bd. 4, S. 332. 
**) Henoch, De Abelianarum functionum periodis (Berolini 1867), S. 6. 
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erhält man durch Lösung des Umkehrungsproblems die Darstellung der 
hyperelliptischen Funktionen durch die $-Funktionen; es ergibt sich*) 


(— In — sm — 8") _ Ha ,%,%)ı 
! (9 —s)(@ — S )(a7 —s”) (0) ,0y,05) 


wo (,, Cj, ... C, von s, s’, s” unabhängige Konstanten bedeuten. Die 
Variablen u,, %;, %, und v,, ®%,, v%, hängen durch die Relationen 


(A=0,1,...6) 


C 








u,= 20,1% +2W,5%a + 2W,3 Vs (a=1,2,3) 


miteinander zusammen, in denen 


@; a a; 
2 "f HKs,t).ds, 0.2= f H(s,t).ds, o,:= / H(s,t).ds (a=1,2,3) 
ist; die Integrationen sind dabei, wie früher, im oberen Blatt der 
Riemannschen Fläche auf direktem Wege auszuführen. 

Demnach verschwindet 9(v,, ®%, v%,), wenn s”’=aq,, also 


u,= / H (s,t).ds+/ H (s,t).ds + / H(s,t).ds 
a, @; a, 
ai («=1,2,3) 


— [ms,0.ds +/B6,0.ds +/H,0).ds +fH(s,0).ds 
—a 1 i 1 


gesetzt wird. Die Integrationswege können beliebig angenommen werden, 
nur müssen sie für @«=1,2,3 dieselben sein. 

Die Werte der beiden letzten Integrale auf der rechten Seite lassen 
sich aus Fig. 2—4 entnehmen. Wählt man als Integrationswege die im 


oberen Blatt der Riemannschen Fläche liegenden Strecken (- a) und 
GB RERR. so wird 
a a 


i 


SH (6,0.ds+ [H(6,1).s 
i ur N 


a a 


für @e=1,2 gleich —w’ und für «=3 gleich w“. 


*) Henoch, S. 5 u. 6; vergl. auch Königsberger, dieses Journ., Bd. 64 (1865), 8.21 
und Weierstraß, Bd. 3, S. 292, 
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Die Summe der ersten beiden Integrale rechts ist, wie wir zum 
Schluß des $1 fanden, für @=1,2,3 gleich x,y,z. Sind daher z,y,z 
die Koordinaten eines Punktes der Schwarzschen Minimalfläche, so ist 
I(9,,%,%)=0 für 


u=I—V, W=y—wW, Ww=2+W. 
Die Relationen zwischen u,,4,,u,; und v,,v,,v; nehmen nun zufolge 


der im $3 für die Perioden 2w,,, 2@,:;, 2®,,; gefundenen Werte die 
Gestalt an: 


U,=-—-2wvV, t2wv,+2wv,, 
U= 2wv, +2wV,—2wV,, 
YU,=—2wvV,+2wV,—2w’v,, 
aus denen umgekehrt 
u, u: u, u u 
v,= nn 3 FE. RN ä N 3 


r 2 . . (BE — ii , 
4w 4w'’ ”" m 4w' ’ 4w 4w 


folgt. Setzt man den Quotienten der halben Perioden » und w’ des 
vorher betrachteten elliptischen Integrals 


. T . N u . . i in 
wobei ; eine positive Größe ist, so wird demnach #(v,, %, %)=0 für 


D . 
» 4a 4 
X Yy T 
%=— 2 u 7 
4o 4w 2 
1 zZ 1 T 
Ü, = Eh ax Irmemer 


Mithin sind wir zu dem Resultat gelangt: Sind x,y,z die Koor- 
dinaten eines Punktes der Schwarzschen Minimalfläche, so ist 


A, SR. X ER. AN. 0. GE. as 
er Aa 4 4°’ ir 2’4o 4w 4 = " 
Umgekehrt ist auch jedes Wertsystem x,y,z, das dieser Gleichung 


genügt, ein Punkt dieser Fläche. 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 1. 9) 
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5. 


Wir gehen nun zur Berechnung der Moduln r,, der Funktion 
$(v,, 9, d,) über. Die Gleichung des den Betrachtungen zugrunde liegen- 
den algebraischen Gebildes sei zunächst wieder 


= (s-@)(s—4,):+(s—@). 


Die Determinante 





werde mit (w) bezeichnet, und es sei (w),, die dem Elemente w,, adjun- 
gierte Unterdeterminante. Wird dann | 


/H(s,t).ds + /H6s,t).ds == #0 ., (a=1,2,3) 


A, 


/[H6.0.d + [His,0).ds + [His,0.4=0, 


gesetzt*), wobei die Integrationswege im oberen Blatte der Riemannschen s 
Fläche geradlinig verlaufen sollen, so sind die Größen e 


1 
Tas 2. (w) (w),. W; r (@)2. W5; (©);, W5 (a,#=1,2,3; a<_ß) 


die sechs Moduln der 9-Funktion. 
Für das Gebilde ??=1-—14s!+s® haben wir die halben Perioden 


w,; und w;, bereits in $3 berechnet; sie ergeben für die Moduln der 
3-Funktion die Werte: 


IERE | BR 
Tu=1+5705% Te 3tr5; Ta=5,705,> 
1 
T„,=1+T, 7,= at 3: 
u 
A Be 5 


*) Henoch, S. 2—3; Wererstraß, Bd. 3, S. 290— 291; Königsberger, dieses 
Journal, Bd. 64, S. 18— 19. 
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Der reelle Bestandteil der quadratischen Form 


ZSIT,;N,N; (a,3=1,2,3) 
ist gleich 


, ni, (mt) 
[(nı + N.) +(n.+N;) 57 ra 


er bleibt daher bei reellen Werten der Größen n,,n,,n,, die nicht sämtlich 
gleich Null sind, beständig negativ. Die Bedingung für die Konvergenz 
der Funktion 9(v,,v,,v,) ist demnach erfüllt *). 
Setzt man 
NT NT at NT, =T,, (@=1,2,3) 
so ist**) 


9 (%,,05,0,)= P3 ei me + Tı)+n,(20, + 7,)+n,(20,+ t;)\ 


(n, ’ N, ’ n,) 


WO N,,N,,n, unabhängig voneinander alle ganzen Zahlen von — v bis + x 





durchlaufen. 
In dem vorliegenden Falle ergibt sich nun 
1f N, Tr Na 
ee; ZN, +NE+Nz+(M+N,)T— u} 
T,= a N,+2n:+Ns+ (nı +2n,+n;) | i 
= n Nı+ N: +2Nn;+ (N.+N;) T— - . i 
mithin 


3 
PANCOEER 
[4 


/ D) N I 1 a 
—=(N,+n,)1 —(n;+ N) + (mt) + zZ [m +n2)®+(n.+n,)]r 
| 1 
mt m) + nt m) + m + nn], 


wenn die neuen Variablen v/,v;,v; durch die Gleichungen 


r ! 
—d rt, +V,=V, 
v 
%, —-%+ = — - ; 
v1, =% 
eingeführt werden. 


*) Weierstraß, Bd. 3, S. 121 und Bd. 4, S. 568. 
**) Weierstraß, Bd. 4, S. 551; Königsberger, dieses Journal, Bd. 64, S. 19. 


9* 
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Es werde nun 
Nn,+n,=2v1,+&, ;tNn=2n+%, N +m=2r,+8 


gesetzt, wo Y,,v,,v,; ganze Zahlen und &,,&,,&; gleich 0 oder gleich 1 sein 
sollen, so geht 


3 
2 n;(2v;+7,), 


unter Weglassung einer ganzen geraden Zahl, in die Summe 


1 ‚ 1 ‚ 
92 (8, +8,+8&)+ ler. +&,) U, +5 (2, + "| Ma le Vo + &,) d, + (2 V, E= | 


= 
u: 2 +8)%+ (ar +2)| 
über. Zufolge der Relation 
1 
Nm tm=rn+mtYV+ 67 (&i+82+ &;) 


kann &, +8,42, nur die Werte O0 und 2 annehmen, so daß für (e,,8,,&;) 
nur die vier Wertsysteme (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0) zu- 
lässig sind. 
Dann wird 
I (0,,02,d;) 


le +s+9)[ +2 nilen to) +lr@n+eo?] +2 _mi sc 
2 2 3 Ze [ t 1) 2 1 ° ] Ne ler + du’ +4 @r+ 0%] 


(Eı, €» &;) ysı=—_———» n=—» 


u 


r® ni [« v„+ &)0,’ + 1 t(2v;+ €)? ] 
> y ’ 


vo 


oder wenn man die von Hermite eingeführte Bezeichnungsweise der ellip- 
tischen Thetafunktionen gebraucht*), 


ig v,; 2 2 
0,0 (9, 127)-6,,0(— e —-).6,,0(%|27T). 


1(e, . ö 
I (v,,9,,9,) = Z(—1)? +&+ &) 


(81, €, €) 


Da nun 


*) Hermite, J. de Math&matiques, 2”® serie, t.3, p. 26; Formeln und Lehr- 
sätze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen, nach Vorlesungen und Aufzeichnungen 
des Herrn K. Weierstraß bearbeitet von H. A. Schwarz, Zweite Ausgabe, Berlin 1893, S. 41. 





ihn 
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ist*), so ergibt sich 


a 
9(0,0.,0)= Iil2r)9(-" —)9,(0,2r) 


‚ # 2 q ‚’ 
—9,(vl 27)9,(—: ve 9% 2r) 
(1.) —9,(v 27)9,(—"' _ ")9.(0 2r) 


/ v’, 2 ’ 
9, (01 27)9(— : —)9s(u 27). 


Für das betrachtete hyperelliptische Gebilde zerfällt also die Funktion 
$(%,,%,,®;) In ein Aggregat von 9-Funktionen je einer Veränderlichen. 


6. 


Wir transformieren jetzt die auf der rechten Seite der Gleichung 
(1.) vorkommenden elliptischen 9-Funktionen auf den gleichen Modul und 
zwar, um die Gleichung der Minimalfläche in jeder der drei von Schwarz 


aufgestellten Formen zu erhalten, der Reihe nach auf den Modul 27, 


.- 





c—]1 
und 5 
Aus den Relationen**) 
9.(3 >) = I;(% 27) + 7 (v 2T), 
9,(3|5)= 9,027) 9,(v|2r) 
und 


NE REETe) 


NN). 


in denen der Quadratwurzel der positive Wert beizulegen ist, erhält man 


*) Formeln u. Lehrs., S. 42. 
**, Vgl. Formeln u. Lehrs., S. 42 u. 46. 





70  Hetiner, Schwarzsche Mimimalfläche und hyperelliptische Thetafunktionen. 


s.(.-2|-2) -Y&o ®r 19,(0l27)+9,(u]2 

| 7) +9,(vj2r)}, 
F / naiv 

1-2) Hg uean-aneiee 


womit sıch 


(2.) 9(0,0,0)=V 4,0 = 19,9,9,499I +9 
9,9, 9,9999) 


ergibt. Die 9-Funktionen auf der rechten Seite haben sämtlich den Modul 


27, und die Argumente der drei in jedem Gliede auftretenden Funktionen 
sind ©], 93,0. 


Führen wir zweitens 


RER GHFErGB)] 
ipzagıp) 


und die vorher für 9, (— - =) und 9, ® = _ gefundenen Ausdrücke in 


die Formel (1.) ein, so folgt 


9,(v|27) = 


1 [ niv,'? 


HIHI HIHI HH: 


(3.) 3(,,%,,95) = — 9% 


v ’ 


wobei ° W a, Do : die Argumente der drei 9-Funktionen jedes Gliedes sind 


und der Modul gleich z ist 


Drittens erhalten wir mittels der Relationen 
’ 2 el vıc—1 v,c—1N| 
N) 


321-9) Ar Arh). 


in denen die Quadratwurzel Yr so bestimmt werden muß, daß ihr reeller 
Bestandteil positiv ist, aus der Gleichung (1.) 





Er ann ET 


se ET nen nn N ware 


BE Er gr 
Ka ee ee = 
A 
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2 He 
GET) 
wo der Modul der elliptischen 9-Funktionen den Wert —- hat. 


1 
Zum Schlusse des $ 4 ergab sich 
F(%,,%,9%)= 0 
als Gleichung der Schwarzschen Minimalfläche, wenn 
=: BIER. AORAE. SE. u. * su. a u * 
Er u ME hf vage y 9 Ti. da 4 4° 


mithin zufolge der Relationen zwischen den Argumenten v,,v,,v%, und 


%; 


’ ’ ’ 
UV], Vg, Vz 


R X T 5 z T j y T 
= —-, ut u .-—- 
. u 3 50 u’ . 


"go 2 
gesetzt wird. Berücksichtigt man nun die Formeln *) 


9,(0+5 :r)=e"i 9,(0-Z|2r), 


9(0+5 |27)= er" 9.(0—-5 2r), 


so erhält man aus dem für 9(v,,v,,v,) gefundenen Ausdrucke (2.) 
III + III + III III, 
9,9,9,— 9, —9,9,9,— 9,99, — 0 
als Gleichung der Fläche, wobei in jedem Gliede 


2”: we’ z r 


— 


3u 2’ du 2’ de 2 
die Argumente der drei 9-Funktionen sind, während der Modul überall 
den Wert 27 hat. Setzt man demnach 


s,/ u T E; 
320 227), 


so nimmt die Gleichung die Form 


*) Vgl. Formeln u. Lehrs., S. 45. 
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IH) re HPL)) (Fl) yLDI+ylL2IylR)+Y(R)Y(Y)) 
ra) yly)ylR)=0 
an, die mit der von Schwarz ursprünglich für die Fläche gefundenen 


übereinstimmt *). 
Bei Schwarz wird nämlich die Funktion Y(w) durch die Gleichung **) 


9 (u) 


a Ar re 


definiert, aus der sich 


1 
+) 





Wdem ij uf I ZUR 
2a? va— 221 ae) 
ergibt. Ist nun 








" ds 
U Ve, 3 = nn nn 
I VA—E)A—RR) ’ 
‘so erhält man ***) 
Fa ee K Ki 
03 Vo—e, Ve, — 6, 


wenn 
1 1 








ds ds ‚ 
gene engem K, ag gun = nn = — K 
In — eV er J v1 -#V1—-1—R)eR 
gesetzt wird. Unter Anwendung der Relation 


U W w 
0, (u 102) ‚o)=a(-|7, = 


(A=1,2,3) 


folgt daher für k= a 
v7 u—w' ‚\ 
p(u)= a 313 W) 


oder beim Übergang zu den 9-Funktionen 


wie vorher auf anderem Wege gefunden wurde. 


*) Schwarz, Bd. 1, S. 73. 
**) Schwarz, Bd. 1, S. 69. 
***) Formeln u. Lehrs., S. 29 u. 31. 
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8. 
Nach den Formeln, die für die elliptischen 9-Funktionen bei Ver- 
mehrung des Arguments um die Hälfte des Moduls bestehen *), ıst 


912-5 | )=—ıh Tem 9,(% =). 
9, , )= N gomi 9,(0 5) 
und 
%(0+ i 5)= in‘ er 3 (v 5)» 
9(0+ 1 |5)= hen 9,(v 2). 
wo 
he", 


Formt man hiermit den Ausdruck (3.) von $(v,, ®%,®,) um, so 
erhält man als Gleichung der Fläche 


9,3, +9, +4 N=0, 


wenn —- i J i —_ die Argumente der drei in jedem Gliede auftretenden 
4w" 4w  4w 


3-Funktionen sind und der Modul gleich = ist. Setzt man daher 


v7 u,t r 

A ) 
so geht die Gleichung in die folgende: 

(a) A(y)+ Aly)Alz)+ (2) Aa) +1= 0 
über **), 
Für die Funktion A(w) findet Schwarz die Gleichung ***) 
f dh. 
meer 


Alu) 





mit der Nebenbedingung, daß 47 244323 für A=© einen positiven 
Wert hat. Hieraus ergibt sich aber in Übereinstimmung mit der vorher 
für A(u) aufgestellten Definitionsgleichung: 


*) Vgl. Formeln u. Lehrs., S. 45. 
**) Schwarz, Bd. 1, S. 75 u. 89. 
***) Schwarz, Bd. 1, S. 74. 
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und 


er er 


us (22l5)- 


1 


1 (50,2 


9. 


Wendet man die Relationen *) 


(lv; N (—1))=ie h ei 9,(o+, >(7—1)), 
9.(0-2|5(7-1))- e E 9, (0+ „(r—1)) 


auf den Ausdruck (4.) von 3(v,,v,,v;) an, so folgt 


rt = 


als Gleichung der Fläche. Der Modul der 9-Funktionen ist jetzt gleich 


1 


r Ir 


1); setzt man daher 


Bf U 1.1 . 
ha +45 U), 


so erhält man 


(2) Aly)-A@)=1. 


Diese einfache Form der Gleichung der Minimalfläche leitet Schwarz aus 
der des vorhergehenden Paragraphen ab, indem er die Funktion A, (uw) 
durch die Substitution**) 


*, Vgl. Formeln u. Lehrs., S. 44 u. 45. 
**) Schwarz, Fortgesetzte Untersuchungen über spezielle Minimalflächen, Ge- 
sammelte Abhandlungen, Bd. 1, S. 137. 
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_AW)—1 


einführt. In der Tat folgt mit Hilfe der Relation*) 


daß 


BT, u,ı Yorl 
slide) 3 43 


ist, daß also zwischen A(u) und A,(w) die obige Gleichung besteht. 
Die Definition von A(u) als inverse Funktion eines elliptischen 
Integrals führt für A,(w) auf die Gleichung 


mit der Nebenbedingung, daß Y!+?+1=+Y3 für t=]1 ist. 


10. 


Aus jeder der in den $$ 7 bis 9 gefundenen Gleichungen der Schwarz- 
schen Minimaliläche lassen sich ihre geometrischen Eigenschaften herleiten. 
Die Periodizität der Thetafunktionen zeigt unmittelbar, daß sich der Raum 
durch drei Systeme äquidistanter Ebenen so in Würfel von der Kanten- 
länge 4w zerlegen läßt, daß je zwei Würfel kongruente Stücke der Minimal- 
fläche enthalten **). 

Auf einem solchen Flächenstück liegen sechs von vier Strecken der 
Länge 2wV2 gebildete räumliche Vierseite, bei denen die Winkel zwischen 
je zwei zusammenstoßenden Strecken gleich 60° sind. Dasjenige Vierseit 
z. B., dessen Eckpunkte die Koordinaten 


(0,0,0), (2»,0,.— 2»), (2w,2w,0), (0,20, —2w) 


*) Vgl. Formeln und Lehrs., S. 42 u. 66. 
**) Schwarz, Bd. 1, S. 5; Weierstraß, Bd. 3, S. 242. 
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u(u)= - (5|o 8 





2} 1 
(0, > (r-1))=ie  . 9,(0+ 2 —(7—1)), 
ri 1 
9,(% :|2@-1))- ee» h®e"9,(o+ f (7—1)) 
und 
9.(0+ 7 3 (T—1))=ie sn s, 9, (042 5 (7—1)), 


9,(0+ #6 —1))= urn. 9,(v+ 2 | s (r—1)) 


auf den Ausdruck (4.) von #(v,,v,,v,;) an, so folgt 


rt 


als Gleichung der Fläche. Der Modul der 9-Funktionen ist jetzt gleich 


L. (r—1); setzt man daher 


2 


so erhält man 
h1(2%)-Aı(y)-A,(2)=1. 


Diese einfache Form der Gleichung der Minimalfläche leitet Schwarz aus 
der des vorhergehenden Paragraphen ab, indem er die Funktion A,(w) 
durch die Substitution**) 





*, Vgl. Formeln u. Lehrs., S. 44 u. 45. 
**, Schwarz, Fortgesetzte Untersuchungen über spezielle Minimalflächen, Ge- 
sammelte Abhandlungen, Bd. 1, S. 137. 
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. Au) —1 
un 1 


einführt. In der Tat folgt mit Hilfe der Relation *) 


F 1 
„(+ 4 7)= 


daß 
3 
%,(u, 1,1 1)) RL ;)-1 
3, \4wo 4'2 „fu 
Fir a )+ 


ist, daß also zwischen A(u) und A,(w) die obige Gleichung besteht. 
Die Definition von A(u) als inverse Funktion eines elliptischen 
Integrals führt für A,(u) auf die Gleichung 


Ve+t?+1 


mit der Nebenbedingung, daß Y+r+1-+Y3 für t=1 ist. 


10. 


Aus jeder der in den $$ 7 bis 9 gefundenen Gleichungen der Schwarz- 
schen Minimaliläche lassen sich ihre geometrischen Eigenschaften herleiten. 
Die Periodizität der Thetafunktionen zeigt unmittelbar, daß sich der Raum 
durch drei Systeme äquidistanter Ebenen so in Würfel von der Kanten- 
länge 4w zerlegen läßt, daß je zwei Würfel kongruente Stücke der Minimal- 
fläche enthalten **), 

Auf einem solchen Flächenstück liegen sechs von vier Strecken der 
Länge 2wYV2 gebildete räumliche Vierseite, bei denen die Winkel zwischen 
je zwei zusammenstoßenden Strecken gleich 60° sind. Dasjenige Vierseit 
z. B., dessen Eckpunkte die Koordinaten 


(0,0,0), 2w,0.—2w), (2w,2w,0), (0,20, —2w) 


*) Vgl. Formeln und Lehrs., S. 42 u. 66. 
**) Schwarz, Bd. 1, S. 5; Weierstraß, Bd. 3, S. 242. 
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haben, wird von den Geraden 
=0, y+2=0; y=0, 2+7=0; 7=2w, y—?:=2w; y=2w, i—2=2w 


gebildet *). 
Die sämtlichen reellen Geraden der Fläche gehen aus zwölf von 


ihnen: 
=0, y+2=0; y=-0, 2+27=0; z=0, T+Yy=0; 
ı=w, y=-—o; y=-w, ?2=—w; 2=W, I°=—v; 
i=wW, 2=—w; y=-=w, I=—w; z=W, Y=—uw; 


ı=2w, y—2=2w; y=2w, 2—ı=2w; 2=2w, —y=2w 
durch parallele Verschiebung hervor, wenn man in den Gleichungen die 
Koordinaten z,%,2 unabhängig voneinander um positive oder negative 
ganzzahlige Vielfache von 4w vermehrt **). Die drei ersten der angeführten 
Geraden liegen in der Tangentialebene der Fläche im Koordinatenanfangs- 
punkt: 
c+y+2=0. 


Auf die nicht reellen Geraden der Fläche soll hier nicht einge- 
gangen werden. 


*) Vgl. Thomae, Sammlung von Formeln und Sätzen aus dem Gebiete der 
elliptischen Funktionen nebst Anwendungen (Leipzig 1905), S. 40—41. 
**) Vgl. Schwarz, Bd. 1, S. 47, 79, 80. 











Zur Theorie der Kurvenscharen auf einer 


algebraischen Fläche. 
Von Herrn Heinrich W. E. Jung in Hamburg. 


Im folgenden will ich die hauptsächlichsten Definitionen und Be- 
griffe aus der Theorie der Kurvenscharen (Divisorenklassen) auf algebra- 
ischen Flächen kurz darstellen. Der Zweck ist der, eine Vergleichung der 
von den Herren @. Castelnuovo und F. Enriques benutzten Bezeichnungen*) 
mit meinen zu erleichtern. Es wird dabei, wie ıch denke, deutlich hervor- 
treten, daß meine Definitionen z. B. der zu einer Kurvenschar adjungierten 
Funktionen, dann des virtuellen Geschlechts bedeutend einfacher sind als 
die der italienischen Mathematiker. Auch gelten meine Definitionen ganz 
unabhängig davon, ob die betreffende Divisorenklasse ganze Divisoren ent- 
hält oder nicht, ob sie also eine eigentliche Kurvenschar definiert oder 
nicht. Auch habe ich nicht nötig, birationale Transformationen zu Hilfe 
zu nehmen. Dem Zweck der Arbeit entsprechend lasse ich die Beweise 
im allgemeinen fort. Ich verweise deswegen auf meine Arbeit ‚Der 
Riemann-Rochsche Satz für algebraische Funktionen zweier Veränderlichen.‘‘**) 
Zum Schluß leite ich einige Sätze mit meinen Methoden ab, um deren 
Anwendung zu erläutern. Ich bediene mich, um den Vergleich mit den 
Arbeiten von @. Castelnuovo und F. Enriques zu erleichtern, soweit es geht. 


*) Vgl. hierzu @. Castelnuovo et F. Enriques, Sur quelques r&cents r&sultats dans 
la theorie des surfaces algebriques. Math. Ann. Bd. 48. — @. Castelnuovo e F. Enriques, 
Sopra alcune questioni fundamentali nella teoria delle superficie algebriche. Annali di 
Mat. (3) Bd. 6. (1901). 

**) Jahresber. d. D. Math.-Ver. Bd. 18. (1909) S. 267. 
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der geometrischen Sprache, bemerke aber, daß alle vorkommenden Größen 
sich auch bei den kompliziertesten Singularitäten analytisch scharf defi- 
nieren lassen. 

Primteder. Es sei durch F(z,y,2)=0 eine algebraische Fläche F 
oder ein algebraischer Körper (z,%,z) definiert. Jeder algebraischen Kurve 
A auf F ordnen wir einen Primteiler X zu, indem wir sagen, eine ganze 
Funktion G@(z,y,z) ıst durch W* teilbar, wenn die Fläche @=0 durch die 
Kurve X «-mal hindurchgeht. Ist R eine beliebige rationale Funktion von 
%,y,2, so sagen wir, wenn der Zähler von R durch X“ und der Nenner 
durch 4? teilbar ist, R ist teilbar durch A. Auch den Kurven, für 
die eine der Größen x,y oder z unendlich wird, werden Primteiler zuge- 
ordnet. Da eine rationale Funktion von x,y,z nur längs einer endlichen 
Anzahl von Kurven der Fläche F Null und unendlich werden kann, so läßt 
sich jede Funktion darstellen als ein Produkt einer endlichen Zahl von 
Primteilern, indem ın das Produkt jeder Primteiler so oft aufgenommen 
wird, wie er in der Funktion enthalten ist. 

Divisoren. Divisorenklassen. Ein Produkt von Primteilern heißt 
ein Divisor. Ein Divisor wird ganz genannt, wenn keine negativen 
Potenzen von Primteilern in ihm vorkommen. Die Divisoren werden in 
der Weise in Klassen eingeteilt, daß man zwei Divisoren dann und nur 
dann in dieselbe Klasse rechnet, wenn ihr Quotient einer Funktion des 
Körpers entspricht. Jede Klasse ist durch einen der in ihr enthaltenen 
Divisoren eindeutig bestimmt. Divisoren derselben Klasse heißen äquı- 
valent, in Zeichen —. Ist ü ein Divisor, so wird die durch ihn definierte 
Klasse mit (Q) bezeichnet. 

Unter den Klassen sind zwei von besonderer Bedeutung. Das ist 
erstens diejenige, die alle Divisoren enthält, die den Funktionen des Kör- 
pers entsprechen. Diese Klasse heißt Hauptklasse. In ıhr sind unter 
anderm auch die Konstanten enthalten, also auch die Zahl 1. Sagt man 
daher, ein Divisor ist äquivalent 1, so heißt das nichts anderes als, er 
gehört der Hauptklasse an oder er stellt eine Funktion des Körpers dar. 
Die zweite besonders wichtige Klasse wird in folgender Weise definiert. 
Das Doppeldifferential dedy wird längs gewisser Kurven der Fläche F 
Null und unendlich. Es gibt also einen bestimmten Divisor 8 von der 


Art, daß a nirgends Null oder unendlich wird. Dieser Divisor $ soll 
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kanonischer Divisor heißen. Er hängt ab von der Wahl von x und y. 
Die durch den Divisor 8 definierte Klasse ($) heißt die Differentialklasse 
oder die kanonische Klasse. Diese Klasse ist nicht ganz unabhängig von 


der Wahl der Größen x,y. Ist © ein ganzer Divisor dieser Klasse, so ist 
6 
R 
nition von $ das Differential Rdxdy nirgends unendlich, ist also ein 


—R eine Funktion des Körpers (z,y,z), und es wird zufolge der Defi- 


Differential erster Gattung. Es entsprechen also die ganzen Divisoren 
der kanonischen Klasse denjenigen Kurven, in denen F von den speziellen 
$-Flächen (den adjungierten Flächen) außer den mehrfachen Kurven ge- 
schnitten wird. 

Die Dimension einer Klasse. Jedem ganzen Divisor einer Klasse 
entspricht eine Kurve auf der Fläche F. Diese Kurve kann natürlich 
unter Umständen zerfallen oder auch mehrfach zu zählende Kurven ent- 
halten. Es seien ®,,...®, ganze Divisoren einer Klasse. Ist ©, ein be- 
liebiger Divisor derselben Klasse, so entsprechen den Divisoren 


6, ©, 6, 
u a 5 


Funktionen des Körpers (x,%y,2). Besteht zwischen diesen Funktionen 
keine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten, so nennen wir die 
Divisoren ®,,&,,... &, linear unabhängig. Die Zahl der linear unabhängigen 
ganzen Divisoren einer Klasse heißt ihre Dimension. Wir bezeichnen sie 
mit {Ol. Es ist also z. B. {ft} gleich der Anzahl der linear unabhängigen 
Doppeldifferentiale erster Gattung, also gleich dem geometrischen Geschlecht 
p, der Fläche. Es sei etwa [Ol=r, und es seien ®,,®,,....®, linear 
unabhängige. Jede Funktion von der Form 


16) & G, 
(1.) ag +6 a trete 


ae 


’ ’ $ kaza \ 
ist dann wieder von der Form —, wo ® ein ganzer Divisor ist, und 


uch 


auch jede Funktion, die von der Form rn ist, wo © ein ganzer Divisor, 
muß sich in der Form (1.) darstellen lassen. Indem wir den Divisor Q 
als unwesentlich fortlassen, können wir demnach sagen, alle ganzen Divi- 
soren der Klasse (Q) lassen sich in der Form darstellen: 
(2.) =0,6,+,d, ++. +0,6,. 
11* 
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Da jeder ganze Divisor eine Kurve auf der Fläche F bedeutet, so stellt 
uns die Gesamtheit der ganzen Divisoren einer Klasse eine lineare Kurven- 
schar dar. Die Dimension dieser Schar ist r—1, wenn die Klasse von 
der Dimension r ist. Die Schar (2.) stellt eine Schar ohne Basispunkte 
dar; oder genauer ohne vorgeschriebene Basispunkte. Denn es kann in 
besonderen Fällen eintreten, daß die durch (2.) dargestellten Kurven ge- 
meinsame Punkte haben, auch ohne daß sie besonders vorgeschrieben sind. 
Will man Kurvenscharen untersuchen, denen Basispunkte und ihr Ver- 
halten in diesen vorgeschrieben sind, so kann man so verfahren, wie ich 
es in meiner Arbeit „Kurvenscharen in einer Ebene‘‘*) getan habe. 

Die Zahl der Schnittpunkte zweier Divisoren. Es sei X ein Prim- 
teiler, also eine algebraische Kurve auf der Fläche F. Beschränken wir 
uns auf die Punkte der Kurve X, so haben wir einen algebraischen Körper 
einer Veränderlichen. Jeder Stelle eines solchen oder jedem Punkte der 
Kurve X wird ein Primteiler zugeordnet; diese sollen, zum Unterschiede 
von den den Kurven der Fläche F zugeordneten Primteilern, Primteder 
zweiter Stufe heißen. Wir bezeichnen diese immer mit kleinen deutschen 
Buchstaben und ebenso die aus ihnen zusammengesetzten Divisoren, 
während die anderen Primteiler, die einer Kurve von F entsprechen, immer 
mit großen deutschen Buchstaben bezeichnet werden sollen. Dabei sind 
in einem mehrfachen Punkte von W die auf verschiedenen Zweigen von W 
liegenden Punkte als verschieden zu rechnen. Ist 8 ein zweiter Prim- 
teiler oder eine Kurve auf F, so können A und ® Schnittpunkte haben. 
Jedem Schnittpunkt entspricht ein Primteiler zweiter Stufe der Kurve 4. 
Es sei b das Produkt aller der Primteiler, die den Schnittpunkten von 
® mit W entsprechen. Dabei ist ein Primteiler in b in der h-ten Potenz 
aufzunehmen, wenn an der betreffenden Stelle Y und 8 h zusammenfallende 
Schnittpunkte haben. Wir drücken dies kurz so aus, daß wir sagen, für 
X=0 geht 8 ın b über. Diese Ausdrucksweise hat den großen Vorteil, daß 
sie sofort auf beliebige Divisoren ausgedehnt werden kann. Ist Q ein be- 
liebiger Divisor, so geht jeder in ihm enthaltene Primteiler für Y=0 in 
einen bestimmten Divisor zweiter Stufe über, und damit geht auch DO in 
einen ganz bestimmten Divisor q über. Die Anzahl der in q enthaltenen 


*) Dieses Journal, Bd. 134, S. 167. 
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Primteiler, jeder so oft gerechnet, wie sein Exponent angibt, heißt die 
Ordnung von q. Wir bezeichnen sie mit (A,0). Es bedeutet also (U,®) 
die Ordnung des Divisors 6b, in den B für W=0 übergeht. Es ist also 
(4,8) nichts anderes als die Zahl der Schnittpunkte der beiden Kurven 
4,8 Es ıst daher 


Für das Symbol (X,QO) gelten der Definition nach die Rechenregeln 
|, 912,)= (4,0) +(A,8,), 


4. | Q 
Mr | (u, = U) AD). 
42 


Lassen wir diese Regeln allgemein gelten und ebenso die Formel (3.), so 

ist damit das Symbol (9,0) definiert für beliebige teilerfremde Divi- 

soren &’ und ©”. Denn zufolge der Formeln (3.) und (4.) wird der 

Wert von (0,0) zurückgeführt auf den Fall, wo & und ©” Prim- 
teiler sind. 

Sind &, und ®&, zwei ganze Divisoren und ist ©, —@®,, ist also 

= 6. 

eine rationale Funktion von (z,y,2), so ist (W,®&,) die Zahl der Null- 

stellen und (X,®,) die Zahl der Unendlichkeitsstellen von R ım Körper 4. 

Aber nach einem bekannten Satze sind diese beiden Zahlen einander gleich. 
Es ist also 


6, 
(WG)=(A,G,) oder (U, )=(AU,R)=0. 


Es ıst also immer (X,Q)=0, wenn Q-1l. Und daraus schließen wir 
wieder, es ist (X,0,)= (W,Q,), wenn Q,—Q,. Unter Benutzung der Rechen- 
regeln (3.) und (4.) folgt dann noch allgemeiner: 

Satz 1. Das Symbol (D,,0,) ändert sich nicht, wenn man Q, und 
Q, durch ihnen däquivalente Divisoren ersetzt. Ist im besondern D,1, so 
ist (D,,0,)= (Q,,1)=0. 

Wir können jetzt noch einen Schritt weiter gehen und (Q,,Q,) 
auch für den Fall definieren, daß Q, und ©, nicht teilerfremd sind. Lassen 
wir auch für diesen Fall die Rechenregeln (3.) und (4.) gelten, so genügt 
es, für einen Primteiler X den Wert von (WA,%X) zu definieren. Es sei Rt 
irgendeine Funktion des Körpers (z,y.z), die durch W teilbar ist. Es sei 
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R-AD, 
wo Q zu X teilerfremd ist. Wäre A zu R teilerfremd, so würde (A,R)=0. 
Wir wenden diesen Satz für unser R rein formal an zur Definition von 
(A,%). Also 
(A,WD)=R(A,A +(A,OD)=0. 

Es ist nicht schwer zu zeigen mit Benutzung des Satzes 1., daß diese 
Definition unabhängig von der Wahl der Funktion R ist. Damit ist dann 
auch gezeigt, daß Satz 1. richtig bleibt, auch wenn Q, und Q, nicht teiler- 
fremd sind. 

Der Grad einer Klasse. Hiermit haben wir die Mittel, um ganz 
allgemein den Grad einer Klasse zu definieren, Man versteht unter dem 
Grad einer Kurvenschar ohne Basispunkte — und auf solche beschränken 
wir uns hier — die Zahl der Schnittpunkte zweier Kurven der Schar. 
Sind also ın einer Klasse zwei ganze Divisoren ©, und ®, enthalten, so 
ist (6,,®,) als Grad der Klasse zu definieren. Da wir nach Satz 1. für 
(6,,&,) schreiben dürfen (DO,0), wenn Q ein beliebiger Divisor der be- 
trachteten Klasse ist, so liegt es nahe, den Grad einer Klasse in folgender 
Weise zu definieren: 

Ist Q ein beliebiger Divisor einer Klasse, so heißt (D,QD) der Grad 
der Klasse. 

Diese Definition ist nach Satz 1. unabhängig von der Wahl des 
Divisors O innerhalb der Klasse, und sie gilt für beliebige Klassen, gleich- 
gültig ob sie ganze Divisoren enthalten oder nicht. 

Produkte und Quotienten von Klassen. Ergänzungsklassen. Sind Q, 
und ©, irgend zwei Divisoren, so heißt die Klasse, die durch Q,9, 
definiert wird, das Produkt der Klassen (Q,) und (9,), und die durch 


definierte Klasse der Quotient der Klassen (Q,) und (D9,). Man sieht 


leicht, daß diese Definition ihre Berechtigung hat, daß nämlich die Klassen 
(D,0,) und unabhängig sind von der Wahl der Divisoren Q, und ©, 
2 


innerhalb ihrer Klasse. Die italienischen Mathematiker bezeichnen das 


Produkt zweier Klassen (D,),(0,) mit (Q,+%Q,) und ihren Quotienten mit 
(Q,—D,). Mir scheint die von mir nach dem Vorgange von Herrn Hensel 


angewandte Bezeichnung angemessener zu sein. Auch braucht bei der hier 
gegebenen Definition nicht darauf Rücksicht genommen zu werden, ob 
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das Produkt oder der Quotient zweier Klassen ganze Divisoren enthalten 
oder nicht. 

Ist das Produkt zweier Klassen (2,) und (09,) im besonderen 
gleich der kanonischen Klasse, so heißen die Klassen Ergänzungsklassen. 
Stehen zwei Divisoren Q, und Q, in der Beziehung zueinander, daß 9,9, = 
gleich dem kanonischen Divisor ist, so sollen O, und Q, Ergänzungs- 
divisoren heißen. Enthalten zwei Ergänzungsklassen (DQ,) und (Q,) ganze 
Divisoren X, und %,, so ist A,A, ein ganzer Divisor der kanonischen 
Klasse, d.h. geometrisch, es gibt eine spezielle $#-Fläche, die durch X, 
und %, hindurchgeht. Genauer können wir sagen: Ist die Dimension 
der Ergänzungsklasse es von (%,) gleich r, so gibt es r linear unab- 
hängige spezielle &-Flächen, die durch X, hindurchgehen. Solche Kurven 
X, nennt man spezielle Kurven, und ebenso heißt die Klasse (N,) speziell. 
Die Zahl r—| 2 | heißt der Index der Spezialität. Ist dagegen 2 1=0, 
so gibt es Sen spezielle &-Fläche, die durch X, geht, und die Kurve W, 
und Klasse (W,) heißen nicht-speziell. 

Ergänzungsklassen in bezug auf einen Primteler. Es sei X eın 
Primteiler, also eine Kurve der Fläche f. Wie wir schon gesehen haben, 
wird jedem Punkte der Kurve X ein Primteiler zweiter Stufe zugeordnet. 
Produkte von solchen Primteilern heißen auch Divisoren. Die Divisoren 
werden auch in Klassen eingeteilt, indem man zwei Divisoren dann und 
nur dann in dieselbe Klasse rechnet, wenn ihr Quotient einer Funktion 
des Körpers X entspricht. Unter den Divisoren sind zwei besonders be- 
merkenswert. Das ist einmal ein Divisor, der in ganz bestimmter Weise 
aus den Primteilern zusammengesetzt ist, die den mehrfachen Punkten 
von X entsprechen. Dabei rechnet aber z. B. ein Punkt P nicht zu den 
mehrfachen Punkten von W, wenn er auf einer mehrfachen Kurve G von 
F liegt und die Zweige von X, die durch ihn hindurchgehen, in verschiedenen 
der Flächenstücke von F liegen, die durch € hindurchgehen. Dieser 
Divisor wird Doppelpunktdivisor genannt. Wir wollen ihn mit d be- 
zeichnen. Der zweite Divisor von Bedeutung ist folgendermaßen definiert: 
Ist $ irgendeine Größe des Körpers X, so wird d$ an bestimmten Stellen 
Null und unendlich. Es gibt einen bestimmten Divisor w; von der Art, 


daß . weder Null noch unendlich wird. Dieser Divisor w; hängt zwar 
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von der Wahl von £ ab, aber es besteht der wichtige Satz, daß die durch 
w; definierte Klasse (w;) von $ unabhängig ist, so daß wir sie einfach 
mit (m) bezeichnen können. Diese Klasse heißt auch hier Differential- 


klasse oder kanonische Klasse. Ist g ein ganzer Divisor der kanonischen 


Klasse, so ist -- eine Funktion des Körpers X und das Differential - ds 


wm; 


kann nirgends unendlich werden, ist also von der ersten Gattung. Zwei 
Divisoren q und q’, die in der Beziehung zueinander stehen, daß (gq’)= (m), 
daß also das Produkt ihrer Klassen gleich der kanonischen Klasse ist, 
heißen auch hier Ergänzungsklassen. Sind q und q’ beides ganze Divisoren, 


so ist qq’ ein ganzer Divisor der Klasse (w), so daß re d$ ein Differential 
3 


erster Gattung von X ist. Es werden also die Stellen der Kurve X, die 
den Primteilern von q und g’ entsprechen, zusammen von einer speziellen 
y-Kurve von W ausgeschnitten, wobei die Doppelpunkte, durch die ja jede 
-Kurve hindurchgeht, nicht mitgezählt sind. 

Wir haben gesehen, daß jeder Divisor erster Stufe, der also aus 
Kurven von F zusammengesetzt ist, für \=0 in einen bestimmten 
Divisor der Kurve X übergeht. Damit geht auch jede Klasse von F in 
eine bestimmte Klasse von A über. Es entsteht die Frage, wie müssen 
zwei Klassen von F beschaffen sein, damit die beiden Klassen für A=0 in 
Ergänzungsklassen von X übergehen. Die Antwort hierauf ist 


Satz 2. Die Klassen (D) und (3). wo (8) die kanonische Klasse 


von F ist und wo d den Doppelpunktdivisor von U bedeutet, gehen für 
A—=0 ın Ergänzungsklassen von U über. Da die kanonische Klasse (w) 
Ergänzungsklasse der Hauptklasse ist, so geht im besonderen die Klasse 


>) in die kanonische Klasse von U über. 


Hierzu ist zu bemerken: Der Divisor kann natürlich nicht 


Od 
selbst benutzt werden, um die Klasse zu bestimmen, in die die Klasse 


23 für A=0 übergeht, da ja für A=0 dieser Divisor identisch Null 
wird. Man kann ja aber X durch irgendeinen ihm äquivalenten Divisor 
ersetzen, und es gibt immer solche, die für A=0 nicht identisch 
Null werden. Ferner ist der Divisor d ein Divisor des Körpers X, 


hat also für A=0 eine bestimmte Bedeutung. Es ergibt sich die 
Definition: 
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Ist U eın Primteder und d der zugehörige Doppelpunktdivisor, so 
heißen zwei Klassen Ergänzungsklassen in bezug auf A, wenn ihr Produkt 


gleich der Klasse es est. 


Adjungierte Klassen. (reschlecht einer Klasse. Der Satz 2. gibt 
uns die Möglichkeit, zwei Begriffe ganz allgemein zu definieren. Da die 


Klasse >) für A=0 in die kanonische Klasse von WM übergeht, so 


schneiden die in dieser Klasse enthaltenen ganzen Divisoren oder vielmehr 
die ihnen entsprechenden Kurven aus der Kurve X eine Schar von 
speziellen Punktgruppen aus, wie sie eine spezielle 9-Kurve ausschneidet. 
Kurven dieser Art heißen aber adjungierte Kurven. Daher können wir 


definieren, gleichgültig ob in der Klasse wi ganze Divisoren enthalten 
sind oder nicht*): 
Die Klasse en) heißt die adjungierte Klasse zur Kurve oder zum 


Primteder N. 

Diese Definition verallgemeinern wir noch, indem wir sagen: 

Die Klasse (KO) heißt die adjungierte Klasse zur Klasse (D). 

Hier ist darauf zu achten, daß es sich bei der ersten dieser beiden 
Definitionen um die adjungierte Klasse zu einem Primteiler, bei der zweiten 
um die adjungierte Klasse zu einer Klasse handelt, und daß bei der zweiten auf 
etwa vorhandene Doppelpunktdivisoren keine Rücksicht genommen ist. Für 
eine Klasse (Q) würde man einen Doppelpunktdivisor nur dann definieren 
können, wenn in ihr ganze Divisoren enthalten sind. Es erweist sich aber 
nicht als praktisch, einen Unterschied zwischen Klassen zu machen, die ganze 
Divisoren enthalten, und solchen, die keine enthalten, sondern es ist ein- 
facher, zu unterscheiden zwischen adjungierten Klassen zu einem Primteiler 
und zu einer Klasse. Die hier gegebene Definition der adjungierten Klassen 
ist ganz wesentlich einfacher als die der Herren Castelnuovo und Enriques. 

Da die kanonische Klasse von A von der Ordnung 29 —2 ist, wo 
p das Geschlecht von 4 bedeutet, so haben wir die Möglichkeit, für 9 


eine Formel aufzustellen. Nämlich die Klasse wi geht für Y=0 in die 


*, Ein Divisor e der Klasse ee) heißt ganz, wenn erstens ® ein ganzer 


Divisor der Klasse (KA) ist, und wenn zweitens ® für A=0 in einen durch d teilbaren 
Divisor übergeht. 


Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 12 
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kanonische Klasse von X über. Die Ordnung einer Klasse (q), die aus 
(DO) für A=0 entsteht, ist aber, wie wir gesehen haben, (X,D). Also 
haben wir, wenn wir die N von d mit 20 bezeichnen, 


2p—2=(" I WD)- (KU,W— 


Es wird nämlich durch den Divisor d im Nenner die Ordnung des Divisors 
um 20 kleiner. Oder es ist 


(5.) P= 5 (RUM) —c+1. 


Es liegt nun nahe zu definieren: 
Die Zahl (R0,0)+1 heißt das Geschlecht der Klasse (D). Diese 


Definition gilt allgemein. Enthält die Klasse (Q) einen ganzen Divisor , 
der ein Primteiler ist, und ist der Doppelpunktdivisor dieses Primteilers 


gleich 1, so ist (00,941 Lang das Geschlecht dieses Prim- 


teilers. Ist der Doppelpunktdivisor des Primteilers A von 1 verschieden, 


1 


so ist 5 (RO,O) +1 zufolge (5.) um die halbe Ordnung des Doppelpunkt- 


divisors kleiner als das BORRER von X. Die Herren Castelnuovo und 
Enriques nennen die Zahl -— (a D,0)+1 das virtuelle Geschlecht der Klasse 


(Q), beschränken sich aber ae ganze Divisoren. Ich halte es für besser, 
ähnlich wie bei den adjungierten Kurven zu unterscheiden zwischen dem 
Geschlecht eines Primteilers und dem Geschlecht einer Klasse, und das 
Geschlecht einer Klasse in der oben angegebenen Weise zu definieren. 
Die hier gegebene Definition scheint mir auch wesentlich einfacher zu sein als 
die Definition des virtuellen Geschlechts bei den italienischen Mathematikern. 

Grad und Geschlecht des Produkts zweier Klassen. Es ergeben sich 
nun leicht einige Sätze; sie folgen einfach aus den Rechenregeln für das 
Symbol (0, , 8). 

Es seien (Q,) und (©,) zwei beliebige Klassen. Das Geschlecht 
von (Q,) sei ,, der Grad sei n,. Es sei ferner (Q) das Produkt von (Q,) 
und (Q,). Der Grad von (DO) sei n und das Geschlecht sei m. Es werde 
weiter (O,,0,)=? gesetzt, Sind in (Q,) und (Q,) ganze Divisoren enthalten, 
so bedeutet © die Zahl der Schnittpunkte, welche die den ganzen Divisoren 
entsprechenden Kurven miteinander haben. Es hat aber © einen ganz 
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bestimmten Wert, auch wenn (Q,) und (2,) keinen ganzen Divisor enthalten. 


Wir haben die Formeln 
EDER 
N; = (D,,Q,), ac > (,8,DO,)+L1, 
n=(Q, Q)= (2,2,0,0)= (0,,0,)+ (2,0) +2(09,,0), 


(6.) N=N,+N-+ 2. 





1 
„ar, a)+1=, AERO) HT 


1 mn a 
=, (U) +) HD) +1, 


2 


(7.) n=m+nm+?—l. 


Diese beiden Formeln (6.) und (7.) gelten bei den hier gegebenen Definitionen 
ganz allgemein für beliebige Klassen. 





Nach Herrn M. Noether nennt man das Geschlecht der kanonischen 
Klasse das Kurven-Geschlecht der Fläche und bezeichnet es mit p"”. 
Ferner bezeichnet man den Grad der kanonischen Klasse — eine auch 
von Herrn Noether eingeführte Zahl — mit p®. Es ist 


(8.) PP (RE,R)HI= RR) HL, 


PF(R,R). 
Es besteht also die schon von Herrn Noether gegebene Gleichung 


SE N RM an. R rn Ense 
We \ BF ER EERITEETTTNTETE 
. : , N LT TE TE RENT TE 


(9.) fer ae 
ı Auch diese Gleichung besteht bei den hier gegebenen Definitionen allgemein. 
3 Es zeigt sich eben, daß man einfache Gleichungen nur bekommt, wenn 


man nicht von einzelnen Primteilern oder Divisoren spricht, sondern von 
den Klassen. 

Man kann nach dem Vorgange von Herrn Castelnuovo zu einer 
Klasse (DO) die adjungierte (Os) und zu dieser wieder die adjungierte 
(Ds?) bilden usw. Es bedeute n® den Grad von (Qft‘), der «-ten adjun- 
gierten Klasse zu Q, und n® das Geschlecht dieser Klasse. Dann ist 


P=(D,AK)-(D,D) +2, N) HFLR,R), 


h „ +1 (+1 
0 l Srorrr+=tn,n+ la, + ttle,n, 


ID 
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(10.) 2 NO (DO,K)HIR,R). 
Daraus folgt unter Benutzung der Gleichung (8.) 
(11.) nd ned +1. 


Eine einfache Beziehung besteht auch noch zwischen Geschlecht 
und Grad von Ergänzungsklassen. Sind nämlich n,n und n’, n’ Geschlecht 
und Grad einer Klasse (Q) und ihrer Ergänzungsklasse ( 2)=($), so ist, 


wie man leicht durch Ausrechnung findet, 


1 1 
— it ne Binde 
1 1 | 1/R RR 1/R 
Bi Pe FB Bu en, Re [4 tue ii Eu Er 
1 1 
Pe Ve FEB 


Also besteht die einfache Gleichung 
(12.) n—n=n'—n”. 


Der Defekt einer Klasse ın bezug auf einen Primteder. Es sei (QD) 
irgendeine Klasse, und es seı X irgendein Primteiler. Für A=0 geht die 
Klasse (DO) über in eine bestimmte Klasse (q) des Körpers A. Dabei gehen 
die ganzen Divisoren der Klasse (DO) über in ganze Divisoren der Klasse 
(a). Es sei etwa r die Dimension von (D), und es seien ®,,&,,...®, 
r linear unabhängige ganze Divisoren aus (DV). Aus ihnen mögen für Y\=0 
die ganzen Divisoren 9,, 03, -.. 9, der Klasse (q) hervorgehen. Diese Divisoren 
a, brauchen nun aber nicht linear unabhängig zu sein, da es ja ganze 
Divisoren in (Q) geben kann, die für A=0 identisch verschwinden. Die 
Zahl der linear unabhängigen ganzen Divisoren aus (Q), die für A=0 
verschwinden, sei r’. Dann ist die Zahl der linear unabhängigen der 
Divisoren g; gleich r—r’. Die Dimension der Klasse (q) ist dann mindestens 
gleich r—r’. Sie kann aber auch größer sein. Die ganzen Divisoren der 
Klasse (q) stellen geometrisch die Punktgruppen dar, die aus X durch die 
ganzen Divisoren der Klasse (DO), also durch die Kurvenschar c, 6, + c,6, 
+...+c,6,=0, ausgeschnitten werden. Diese Schar von Punktgruppen 
braucht nicht vollständig zu sein. Ihre Dimension ist aber, wie schon 


eben angegeben, mindestens gleich r—r’. Die wirkliche Dimension wird 
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bezeichnet mit |ql. Die Differenz zwischen {q} und r—r’ heißt der 
Defekt der Klasse (DO) in bezug auf den Primteiler X. Wir bezeichnen 
sie durch 
a —(r—r)= og (A). 
Aus der Definition von wy(Q) folgt ohne weiteres 
(DO) >0. 
Es ist zu setzen r=|ü}. Ferner wird ein ganzer Divisor aus (Q) dann 


und nur dann für X=0 verschwinden, wenn er von der Form ist A’, 
wo ®& ein ganzer Divisor ist. Da aber A®’ der Klasse (D) angehört, so 


gehört & der Klasse an. Daher ist r’ gleich der Dimension dieser 


Klasse, [21 Wir haben demnach die Gleichung 


(13.) al — Ol + 1= ou (9). 


Der Riemann-Rochsche Satz. Die Zahl der linear unabhängigen 
Doppeldifferentiale erster Gattung wird, wie schon oben angegeben, mit 
p, bezeichnet und heißt das geometrische Geschlecht der Fläche. Die 
Zahl der linear unabhängigen Piecardschen (totalen) Differentiale erster 
Gattung wird mit d‘ bezeichnet. Die Zahl p,—d wird p, genannt und 
heißt das numerische Geschlecht der Fläche. 


Es sei T irgendein Divisor. Es sei ferner T’- = der Ergänzungs- 


divisor zu T. Ferner sei X ein Primteiler mit folgenden Eigenschaften: 
1.) Der Primteiler X habe den Doppelpunktdivisor 1. 2.) In der Klasse 
(TA) sei ein Primteiler mit dem Doppelpunktdivisor 1 vorhanden. Damit 
A existiert, darf T nicht ganz beliebig sein*). Setzen wir zur Abkürzung 


(14.) = + (TA) wg (T)+ Dogg (K) og (TA), 
so besteht die Gleichung *) 
15) EHESTEN) +++. 
Diese Formel enthält also den Riemann-Rochschen Satz für algebraische 


*) Siehe die Berichtigung in Bd. 19 der Jahresberichte der deutschen Mathe- 


‘ matiker-Vereinigung zu meiner Arbeit über den Riemann-Rochschen Satz in Bd. 18, 


S. 267 derselben Zeitschrift. 
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Funktionen von zwei Veränderlichen. Der Formel können wir noch eine 
etwas andere Gestalt geben. Bezeichnen wir den Grad der Klasse (T) mit 
rn und ihr Geschlecht mit z, so ist 


n= (2,2), a=5(8,2)+3(2,9+1, 
also 
(16.) Uen—n+m+2+w—|T). 


Die Zahl w;, die aber nicht immer positiv ist, heißt der Überschuß der 
Klasse (‚‚sovrabondanza‘“). Ist |T’} von Null verschieden, so heißt die Klasse 
(T) speziell und |T’} der Index der Spezialität. Sind |T’} und w, beide 
Null, so heißt die Klasse regulär. Setzen wir in (15.) im besonderen 
T-1, also T’-$, und bedenken, daß j1}=1 und !tX]=p,, so bekommen wir 


1+9,=m+1rw. 


Da sich aus (14.) für ®, der Wert Ö ergibt, so ist diese Gleichung eine 
Identität. Setzen wır aber T=$ und T’=1, so wird (15.) zu 


pP, +1 = Mt 140. 
Aber aus (14.) folet, wenn wir bedenken, daß w„(1)=0, 


Setzen wir dies in die vorhergehende Gleichung ein und beachten, daß 


p2+0d=Pp,, so folgt 
(17.) (KA) = Dar (KA) — Wer (KR). 


Die charakteristische Reihe eines Primtelers. Reguläre Klassen. Es 
sei in der Klasse (T) ein Primteiler enthalten ohne Doppelpunktdivisor. 
Es sei T selbst dieser Primteiler und es sei ferner die Klasse (T) nicht 
speziell. Wir können dann in der Formel für den Rviemann-Rochschen 
Satz den Primteiler A einfach gleich 1 setzen und bekommen 


(18.) [USTD ZTR)+pR +14 IH WER) mr (RT). 


Hieraus ersehen wir, daß die Klasse (T) dann und nur dann regulär ist, 


wenn die Gleichung besteht 
(19.) I=-w(T)—wz(R). 
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Enthält die Klasse (T) außer T noch andere ganze Divisoren, so bildet 
die Gesamtheit der ganzen Divisoren eine Kurvenschar. Diese Schar 
schneidet auf der Kurve T Punktgruppen aus. Diese Punktgruppen heißen 
die charakteristische Reihe von T. Diese Reihe ist also nichts anderes 
als die Gesamtheit der ganzen Divisoren, in die die ganzen Divisoren der 
Klasse (T) für T=0 übergehen. Es sind das also ganze Divisoren der- 
jenigen Klasse, in die (T) für T=0 übergeht. Die charakteristische Reihe 
braucht nicht eine vollständige Reihe von Punktgruppen zu sein. Ihr 
Defekt ıst in unserer Bezeichnung w;(T). Wir können den Begriff der 
charakteristischen Reihe etwas verallgemeinern, indem wir die Klasse. 
in die (T) für T=0 übergeht, die charakteristische Klasse von T nennen. 
Enthält (T) außer T keine ganzen Divisoren, so braucht »,(T) nicht gleich 
Null zu sein, denn es kann dann trotzdem die Klasse, ın die (T) für 
T=0 übergeht, ganze Divisoren enthalten. 

Da sowohl Öd wie auch w,(#) ihrer Bedeutung nach nicht negativ 
sein können, so folgt aus (19.): 

Ist die charakteristische Reihe eines Primteilers I, dessen Doppelpunkt- 
divssor gleich 1 ist und dessen Klasse (T) regulär ist, vollständig, so ist 
d=0, d.h. es ist 9, =9,- 

Wir können aber nicht umgekehrt schließen, daß wenn d=0, dann 
die charakteristische Reihe von IT unter sonst gleichen Voraussetzungen 
vollständig ist, denn für d=0 folgt nur 8, (T)=wz(8). 

Über die Potenzen einer Klasse. Es sei A ein Primteiler, der die 
Bedingungen erfüllt, die der Primteiler A in der Formel des Riemann- 
Rochschen Satzes erfüllen muß. Wir nehmen weiter an, daß auch die 
Klassen (WA), (W),... Primteiler enthalten, die diese Bedingungen erfüllen. 
Es sei allgemein W, ein solcher Primteiler aus der Klasse (W). Den Defekt 
der Klasse (W$) bezeichnet Herr Castelnuovo mit d(iA). Wir bezeichnen 
ihn also mit J(W) oder kürzer mit d,. Es ist d, der Defekt der Schar 
von Punktgruppen, die auf einem der Primteiler von (W), also etwa auf 
%;, durch die ganzen Divisoren der Klasse (Ws) ausgeschnitten werden. 
Da (WR) die zu (W) adjungierte Klasse ist, so sind die ausgeschnittenen 
Punktgruppen spezielle Punktgruppen, wie sie von den speziellen g-Kurven 
von W, auf , ausgeschnitten werden. Nach unserer Bezeichnungsweise ist 


(20.) I, ngilÜR). 
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Die Ergänzungsklasse zur Klasse (KA*) ist (WA7°). Ihre Dimension 
ist also für &>>0 gleich Null. Ersetzen wir also in der Gleichung (18.) 
für den Riemann-Rochschen Satz T einmal durch KU und das zweitemal 
durch $4M°"! und nehmen an, daß «1 ist, so bekommen wir durch 
Subtraktion der beiden so erhaltenen Gleichungen 


2a —]1 
KA IKT = 
wi are, 


+ Bag (KH) — wage (K)+ Saga (KAT) ge (KA). 





(UM) + 5 (4,8) 


Ersetzen wir ferner in der Gleichung (17.) einmal X durch X" und dann 
durch X* und subtrahieren die beiden so erhaltenen Gleichungen, so be- 
kommen wir 

Wgya—1 (8 >) Kae ) — Iga ( KA? ) = V)oya—l ( KA ) 


Mit Benutzung dieser Formel und mit Benutzung von (20.) nimmt (21.) 
die Gestalt an 


2a—1 
2 





(22.) [Ra [nu — ULM HIAH I. 
Diese Formel gilt für «&>1. Setzen wir ferner in der Formel (13.) 
D=-KN“" und ordnen die Glieder etwas anders, so bekommen wir 


(23.) KATI —[RU [gl wg (KA°). 


Hierin bedeutet (q) diejenige Klasse des Körpers W, in die (KW*) für 
%A=0 übergeht. Die Ergänzungsklasse zu dieser Klasse ist diejenige 
Klasse, in die (W*) für A=0 übergeht. Nehmen wir also an, daß @>1, 
so ist die Dimension der Ergänzungsklasse gleich Null. Bezeichnen wir 
die Ordnung von (q) mit v, das Geschlecht von X mit rn, so ist nach 
dem Riemann-Rochschen Satze für algebraische Funktionen einer Ver- 
änderlichen | 
ldev—n+l. 
Es ist aber 


v= (KUN) (AR) +EUR), 
1 1 
a1-5(WM+ ZUR). 
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Danach wird 


2a—]1 1 
= - \) ) \) 
jal 5 MW+ZAUR). 


Führen wir dies in (23.) ein, so bekommen wir 


.) a 
au UM + IR) og (RU). 


—. 


Vergleichen wir dies mit (22.), so bekommen wir die Gleichung 
I, 0, = 0 (RU). 


Setzen wir in dieser Gleichung für & der Reihe nach die Werte 2,3,...0 


und addieren dann, so bekommen wir 


(24.) 0,0, & 0 (KA). 


a=?2 


Es ist aber zufolge der Definitionsgleichung (20.) 
ION). 


Wir können daher Gleichung (24.) auch folgendermaßen schreiben 
(25.) = FE W@y(KA). 
a=1l 


Es läßt sich nun zeigen, daß für hinlänglich großes & die Klasse (MU) 
regulär ist. Es sei etwa die Klasse (StA®) regulär. Dann können wir 
in der Formel (19.) T durch KW? ersetzen und bekommen 
(26.) wege (KA)—Ogge(ft). 
Vergleichen wir dies mit der Gleichung, die aus (17.) hervorgeht, wenn 
wir A durch 4? ersetzen, so folgt 
= wg (RA) 

oder mit Benutzung von (20.) 

| 0=d,. 
Es folgt daher aus (25.) die Gleichung 


(27.) I= 3 wylRU). 
a=1 


Es folgt dann weiter, daß für «>o immer d,=d ist und daß für @>o 

(RA) =O ist. Es sei bemerkt, daß es nach einem Satze von Herrn 

Picard jedenfalls auch solche Primteiler VY gibt, bei denen die zuletzt 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 13 
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benutzte Zahl e=1 gesetzt werden kann. Es sei X ein solcher Primteiler. 
Dann können wir den Wert von w,, der durch (14.) gegeben ist, in etwas 
einfacherer Form darstellen. Schreiben wir nämlich in (15.) T’ statt T, 
so bekommen wir, da (T) die Ergänzungsklasse zu (T’) ist, 


(28.) EIHR=-3 Tr) (TR) + tm. 
Durch Ausrechnung findet man leicht 
1 1 ) Be A 
Durch Vergleichen mit (15.) folgt also aus (28.) 
Vr=Oy= IH (TB) wy(T)+ wyg(K)— wor (TB). 


Hier ist wy„, aus (14.) bestimmt, wobei ® statt A geschrieben ıst. Für 
den Hilfsprimteiler ® können wir bei unseren Voraussetzungen über W 
einen Primteiler aus der Klasse (TA) nehmen. Dann bekommen wir 


(29.) = Wgy =l+ WEHR) Hgg lT)t Weg) Va lKA). 


Aus (26.) folgt aber, da wir angenommen haben, daß wir o=1 setzen 
dürfen, 
GEM) — Ru lR). 
Hiermit folgt aus (29.) folgender Wert für oz: 
(30.) =D lKAÄ)— Wu (T). 


Diese Formel gilt ihrer Herleitung nach, wenn der Primteiler A erstens 
die vor Formel (14.) angegebenen Bedingungen erfüllt und wenn außerdem 
VKU) =O für a>1. 

Die mehrfachen Geschlechter der Fläche. Nach dem Vorgange von 
Herrn Castelnuovo nennt man die Dimension der Klasse (St) das <-fache 
Geschlecht der Fläche und bezeichnet es mit P,. Es ıst also P,=|t}=p,. 
Wir wollen das Geschlecht der Klasse ($&*) mit 'pf® bezeichnen und den 
Grad mit pl”. Dann ist 


PP (RER +I=TR,R)-+L, 
also nach (8.) 


a1.) „on +1) 


(P"—1)+1; 


’ 2 
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ferner 

(32.) PA) AR, KH) = —1). 
Das Geschlecht P; ergibt sich aus dem Riemann-Rochschen Satze, Ich 
will es nur für den Fall hinschreiben, daß die Klasse (*) regulär ist. 


Dann ist 


P= (8) 5 (Rt 


be vn (R,R)+p,+1 


PP—l)tmtl. 
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Ein Fundamentaltheorem zur Bestimmung von 
Annäherungswerten aller Wurzeln gewisser ganzer 
Funktionen. 


Von Herrn Axel Thue in Christiania. 


1. In zwei soeben erschienenen Abhandlungen *) habe ich eine Methode 
entwickelt, durch welche man gewisse eigentümliche Annäherungswerte der 
Wurzeln der ganzen Funktionen: 


@®—ac—b und 2*—c 


finden kann. Ich will hier eine Generalisation dieses Verfahrens zeigen. 

Ich will nachweisen, wie man für gewisse ganze Funktionen F (x) 
r-ten Grades solche ganze Funktionen A,(z) und B,(x) vom Grade rn+1 
konstruieren kann, daß 


oA,(2) —B, (8) = (ag) 0,(8), 


wo F(e)=0, während Ü,(x) eine ganze Funktion wird **). 

Das Hauptresultat dieser Abhandlung lautet: 

2. Theorem. Bedeutet F (x) eine solche ganze Funktion r-ten Grades 
in x, daß man eine ganze Funktion U(x) zweiten Grades in x finden 
kann, wo: 


1.) U(e) PX) —(r—1) U/(@) Pla)+ "ZU VE) Fa)=0, 


*) 1. Über rationale Annäherungswerte der reellen Wurzeln der ganzen 
Funktion dritten Grades 2 —axz—b. Christiania Videnskabsselskabs Skrifter, 1908. 

2. Bemerkungen über gewisse Näherungsbrüche algebraischer Zahlen. 
Ebenda 1908. 


*) Vgl. meine Arbeit: Über Annäherungswerte algebraischer Zahlen. Dieses 
Journal, Bd. 135, S. 285. 
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während alle Wurzeln von F verschieden sind, und definiert man die Funk- 
tionen A„(x) und B,„(x) durch die Gleichungen: 




















(2.) H(z) =U(2)F2)— 5 U’(z)F(e), 
(3.) 41 = U’?(2)—2U(x)U”(x), 
(4.) A,(2) =(r—1)A, 
(5.) B,(2) =(r—1l)Az, 
(6.) Aa) =U(e)F’(a)—" I" U(r)F(e). 
7) Bi) [VO Fn)-" ZT Ue)Fe)|a-Ue)Fee), 
 (2n+1)H(x) A„(8)—(rn +1)F?(z) An—ı(%) 
(8.) Aula) rar DI) 
(2n + 1)H (x) B.(2)— (rn + 1) F?(x) B„—ı (2) 
(9) Bu,1(2) = Arn+)—1) i 


so erhält man für jede ganze nicht negative Zahl m, wenn 


die Gleichung: 

(10.) oA„(2)—B,(2)=(z—o)’""C,(z), 
wo A,„(z) und B,„(x) ganze Funktionen vom Grade rm+1 sind, während 
Ü„(x) eine ganze Funktion vom Grade (r—2)m wird. 

Außerdem kann man, wenn A und die Koeffizienten von F(x) 
rationale Größen sind, eine solche ganze Zahl ce und zwei solche von m 
unabhängige positive Größen a und b finden, daß alle Koeffizienten von 
cA,„(z) und cB,„(x) ganze Zahlen werden, während der Modulus jedes 
dieser Koeffizienten kleiner als a” und der Modulus jedes der Koeffizienten 
von cC,,(x) kleiner als b” .st. 

Um nun zu beweisen, daß C,,(x) immer eine ganze Funktion wird, 
wollen wir zuerst folgenden Hilissatz entwickeln: 

Definiert man die Funktionen P,(x) und Q,(x) durch die Gleichungen: 


(11.) Y(z)=2U (x) Fix) —rU’(z)F(«), 
(12.) 0o<sSh=(r—1)A, 

(13.) Pu(@)=Sh, 

(14.) Qu) = „he, 


(15.) 
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(16.) Q,(2)=zP,(2)—U(z)F(e), 
(17.) Pa+1(2)=k,Y(z)P,(2)—F*(2)P,_,(2), 
(18.) Q,,1(2)=k,Y(z)Q,(2)— F*(2)Q,1 (8), 
(19.) 1-2, 
_ 2 (2r—1)(2r+1) 
aa | (—1)(r+1) ° 
(21.) ee, 
Iin+1 in r? 
(22.) een 


dann erhält man für jede ganze positwe Zahl n: 





(23.) Un) Pa) Bl) Fl@)Pule), 
(24.) ARE n Audl Ar) nr FR) (R). 


Man sieht nämlich zuerst ein, daß diese Gleichungen richtig sind 
für n=0 und n=1. 

Gelten sie aber für c,_, und c„, so müssen sie auch für c,,, gelten. 

Wir bekommen nämlich dann z. B.: 


up." 2 3 U’Parn op FPr 


=Ufk,.(YP,+ YP,)—2FFP,.— PP] 

















_r(n = +l rk, YP,—PP_]-e,.FP, 
-P, [3.10 y..% 1x 2. EEE r 
+P,_,|-2UFF+ tr] 
+37” > Ivp,+ @FP,,| N pesn ud, ta PP] 


=P, [2,10 Y’— 5- UY]-oyF| 
+ P, [ok YF—2 UFF-+r UFJ—c ‚PP, ; 
Pk, Yiku(U VL UV); lt ko, YF-2UFF+rUR] 


+ PP, [AU Y-Z UN+H an )E| 
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Hier wird aber: 


5 UY— U y’ı Cn+ 2, en F 
m 5 U[2UF—rU’FJ—-U[2UF’+2U Fr UF—rU’R + L ut 
“ 5 U[2UF—rU’F]—-Uf2(r—1)UF’—r(r—1)U’F+2U’F 
BEN ie RE ee 4 Ren z nm 
r 2 v1 In+1 nn 1 y x +1 n—ı . 
- FLUt-2U Ur m Fr (204 | Fo, 


Aus diesen Resultaten erhält man ferner: 


ku Y|& (U ed. ‚F|- - ke, YF-2UFF+rU’P 
— kn YI-9_ı F]+ ku. YF—2UFF+rU’F® 
-(k,, ka ]YF-2UFF+r U’ PR-[Y-2UF4rU’FF-0 
oder 
BREIT ip De 


Hierdurch ist somit unser Hilfssatz bewiesen. 
Aus (17.), (18.), 
von Y und U’ die folgenden Sätze: 


ori (X) Q,.(2)— P,(z) Oarı (X) 


(26.)  P,(2)Q, (2) — Pi(2) Q, («) FT, ‘(e). 


Wir bemerken, daß der Grad von Y 
konstant, und P,(x) sowohl als @, ( 


(23.) und (24.) bekommt man durch Elimination 


(25.) = U (2) Pt (2), 


gleich r wird. Ferner wird 4 


x) wird vom Grade r-+1. 


Wir können nun leicht nachweisen, daß oP,(z)—@,(z) durch 
(2—e)”*! teilbar ist, oder daß: 
(27.) eP,(2)—Q, (x) (e—e)""R,(), 


wo R„(x) eine ganze Funktion in bezug auf x wird. 
Man sieht gleich ein, daß der Satz richtig ist, 
Ist indessen der Satz richtig für n=m—1l und n=m, 


für n=0 und n=|1. 
so erhalten 


wir hier aus (17.) und (18.) 
(«) 0 Re — Qu. 


wo T eine ganze Funktion von x ist. 


=(2—e)”""T (x), 
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Aus («) erhält man ferner: 
(P) 0 Par —Qnrı = (2 —E)”" [(a—e)T’+(2m+1)T] 
oder aus («) und (P): 


Prrı Om+ı — Pa+ı On = (2— 0)” [Parıl(&—e)T+(2m+1)T] / 
(00) 1 T]=— om PR. £ 
P,„;ı7 und folglich auch 7T, da kA>0, wird also durch (2—e) teilbar sein. 
Setzt man 





so erhält man ferner, daß 
T’+(2m +1)S= (2 —0)S+S+(2m+1)8 


oder daß S durch (x—oe) teilbar sein muß. 
Unsere Behauptung (27.) ist somit bewiesen. 
Bevor wir weiter gehen, wollen wir zuerst c, und %k, bestimmen. 


Aus (21.) und (22.) erhält man 
Cn+1 Fr 7 EEE Ba (2n r 1) 4 h 
oder 
_ br +Y+ljIr(a +1] 
(28.) „+1 ’ C„ ie A n 1) (r— 1) h . 





Für gerades n wird also: 


3 [oa +D+Ver@a+d—-V|[rR—D+LVIKr(n—1)—1) 


(r(n—2) + 1)(r(n—2)—1) 4 

ji +1)(3 | 4 
(2r+1)(2r—1)J' 

Für ungerades n erhält man aber: 4 


_2 jet +1)+1)(r(n+ en Ir ge“ 2. nn h, 














(30.) On = | (rn + 1)(rn—1) Ee+De-D) 
2n+1 
(31.) acer 7 


Multipliziert man endlich für n>2 die Gleichungen (8.), (9.) und 
(27.) mit 





„(art 1)(3r -+1)---(nr +1) 


61 65° ** in 
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und setzt man: 


Li 3 (r+1)(2r +1)---(nr-+1) 
(32.) A,(z) 2r-+1) C1C5***Cn 


pr (x) b) 


3 (r+1)(2r +1)---(nr+1) 
2(r+ 1) C Cy***Cn On (2), 


3 (r+1)(2r+1)---(nr-+1) 
er R, 
2(r g 1) C, Cy* *++C 


(33.)  B,(e)- 


(34)  C,(@)- (2). 


Cn 


so entstehen die Gleichungen (8.), (9.) und (10.). 
Sind A,(z) und B,(x) durch die Gleichungen (4.) und (5.) definiert 
so gelten (8.) und (9.) auch für n=1. 


’ 


Um nun den zweiten Teil unseres Haupttheorems zu beweisen, 
wollen wir A, und B, durch zwei Reihen ausdrücken. 
Setzen wir 


(35.) yn(2)=VAA,(®), 
und 
(36.) v„(2)=V%B, (x), 
und ferner 
ER: 
(37.) G: Det 


so erhalten wir aus (8.) und (9.) 


 r(2n+1)@e an —(rn +1) F’yn-ı 
(38.) Pn+1 Tr r(n+1)—1 q ’ 


 r(2n+1)@ m —(rn+1)F?’w.-ı 
(39.) 1 r(n+ 1)—1 N 


Hier können wir wieder setzen: 


(40.) z+y=G@G, 
(41.) z—y=F, 
d.h. 
. @@)+F(e) ,_@(@)—F (x) 
er Be na 
oder 
(42.) ge „BEE Diener pe 
n+1 


r(n+1)—1 ! 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 
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r(an+1)(2+Y) un —(rn + 1)(2-Y) un — 
(43.) Y4 = nn -. 


Nach sukzessiven Anwendungen dieser Gleichungen erhält man: 


(44.) P„(2) =N (z,y) Yı(2)—M (2,y)Yo(®); 
(45.) y„(2)=N(2,y)w,(z2)—M (2,y)wo(2). 
Setzt man nun 


nrn+]1 


U = zen n(n—1) ‚(rn + 1)(r[n— 1]+1) Z; 
(2,9) Tyan (r—1)(2r—1) Re 
n (rn + 1)(r[In— 1]+1)-- -(rIn— k+1]+1) En 
++ .) Ar—I)@r-1)--: .(kr—1) weh 


so hat man*): 
U„(2,9)=N (z2,y)U,(z,y)—M (z,y) U,(2,%), 
U„(y9,2)=N (z,y) U,(y,z2)—M (z,y)U,(y,z) 








oder 
7 .. B „+1. _ 
u.@y)=N2,y)|2+,_79|=M (2Y), 
r+1 | 
U,(9,2)=N(z2,y) |, ,2+9|—M(2,y) 
oder 
(46.) N(z ‚Yy y) = = ‚Un, ‚2)— Un(2, 272 


2—y 


(47.) M(z,y) = 1[(r—1)z Fe +1)yJ Un(y,2)— Ir + 1)2+(r—1)y]Un(2,Y) ’ 








2 2—y 


Nach den Formeln (44.), (45.), (46.) und (47.) sieht man ein, daß 
eine solche ganze Zahl c und eine solche von n unabhängige positive 
Größe a existieren, daß sämtliche Koeffizienten von cA,(z) und cB,(z) 
ganze Zahlen werden, während der Modulus jedes dieser Koeffizienten 


kleiner als a” wird**). 


Daß ferner auch eine solche von n unabhängige positive Größe b 
existiert, daß der Modulus jedes Koeffizienten von cC',(z) kleiner als b" wird, 


*) Siehe die oben zitierte Abhandlung 2. S. 10—11. 


**) Siehe die soeben genannte Abhandlung S. 21—24. Man muß hier auf einige 
Druckfehler aufmerksam sein, die sich eingeschlichen haben. 


ui un 2 ES a 
ns rn PS FE 
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leuchtet sogleich ein, wenn wir bemerken, daß: 


_ Wentn(g) Wen+2(g), | 
u) (2n+1)! m (2n +2)! a 


Wer+3)(Q) A 
TE Tee) hd 


wo 
W(x) Er oA, (2) ” B, (2). 
Wir bemerken daß: 
On Bu Pre Ww, 
Pr ar An ie 
3. Durch Anwendung unseres Theorems kann man Näherungswerte 
einer positiven Wurzel og von F(x) auf folgende Weise finden: 
Sind p und g beliebige positive ganze Zahlen, so erhält man aus (10.): 


er al)]- e 'B.(?)] = (p—eg)**' oe 1. 


Sind außerdem p und q so gewählt, daß 


0 











€ 


(48.) er 
(49.) 0</ei<Tl, 
und setzt man 
rn+l1 p Er. 
(50.) cgq A,(?) D,, 
ntn+ Fi 
(51.) eq 'B.(?)- E,. 


so werden D, und E, solche ganze Zahlen, daß 
(52, DD, l<irg en, 


wo ÖJ eine von n, p und g unabhängige positive Größe bedeutet, während 


(53.) ID) <yrgrt 
und 
(54.) En<z"g""", 
wo y eine andere von n, p und q unabhängige Größe ist. 
Ferner kann man eine solche von n, p und g unabhängige dritte 


positive Größe # bestimmen, daß 
(55.) et. 


wenn q in (48.) größer als eine bestimmbare positive Größe [ gewählt ist. 
14* 
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Wenn nämlich g hier größer als eine gewisse Größe £ ist, kann man ja 
solche positiven Größen / und g finden, daß 
ah) 
je ‘q >f r Fer)<g r—ı 
A De Air 99 
© kann folglich nach (8.) auch so groß gewählt sein, daß 


| 
| 
| 


rn-+ / r(in—1l)+ pP 

'q er 4,7) >s 4" vr; al: ak 

wo s nicht mit n, p und g variiert, wenn g9>{. Wir erhalten also 
rn— pP m n rn 
q "4,(,) >s"gq +14. 

Hierdurch ist die Relation (55.) bewiesen, 


Ist o nicht reell, so kann man natürlich gleichfalls unser Verfahren 


benutzen. 
Zuletzt merken wir uns die folgenden Sätze über die Funktionen 


A„(xz) und B,„(2): Aus (23.) und (24.) erhält man die Gleichungen 














. . FR: Er 
Ü (2) A,.1(2)=[r(n+ 1)+1] 9 Ü (z 2) A,.1(2)+F(2) Aula) | N 

T , 1 ‚’ j A 
U (2) B,.(@)=[r(n+1)+1]| , U’(@)B,,.(2)+ F(e)B,(e) | ’ 
Hieraus und aus (8.) und (9.) erhält man ierner: 5 
ans nur-"" I vr] A—UFA,; i 
Re BEER. 0; , 

(en nur" un m Ir FB, DER 

en: © © Sem 





ee ne 


Aus den letzten vier Gleichungen bekommt man: 


nn tl) pw 4 _onFAr+FAU=0, 


r—1 
Er ) pP" B,—2nF’Bj+FB/=0. 


Aus (8.), (9.), (10.) und den letzten zwei Gleichungen erhält man 
die folgenden: 














re SR a TE " ya nen 
- as . BR Pe se en 
x RL Br; ee ei Sa 5 Zu a 
2 ET: ae rin 22 2020 20 ae 2. ale « { 
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a 
@n + DH —(m+D)] Du 


} == . mW 
On A[r(n+1)—1](@—e)? 
1 [24 d } / Ba / 
+ ıF —2n(2n-+1) | E | 0, |2n Fr —2(2n+1) nn. C 
r—]1 dx gl z—oJ " 


+FC,=0. 

4. Wir wollen endlich die Gleichung (1.) etwas genauer studieren. 

Bedeutet r eine beliebige ganze positive Zahl und U(x) eine be- 

liebige ganze Funktion von z vom zweiten Grade, dann kann man immer 
solche ganzen Funktionen F(z) vom Grade r in x bilden, daß 


r(r—1) 
2 


(56.) U(z) F’(2)— (r—1)U’(z) F’(z) + U’(z)F(2)=0. 


Setzt man nämlıch: 


(57.)  Wie)= Ua) F”(a)—(r—1) Ua) F’(a)+" I 


so bekommt man für jede ganze positive Zahl n: 


(58.) W" (z)= U(x) Fr? (2) + (n—r+1)U’(x) Fr” (r) 


1 (n—r)(n—r+]1) U’(z) F® (x). 


I 
Sind nun z. B. F(0) und F’(0) beliebig gegeben und bestimmt 
man dann F’(0), F’’(0), ...F”(0) so, daß sie den Gleichungen 
W(0)=0, W/(0)=0, ...W"? (0) -0 
Genüge leisten, so bekommt man auch 
W'”(0)=0 und W”(0)=0. 
Für alle Werte von x wird also dann 
W(xz)=0. 
Genügen die Koeffizienten einer ganzen F(x) vom Grade r den 
r—3 Gleichungen: 
|Fe+?(0) (p—r+l)FP)(0) (pr)p—r+1) (0) 
(59.) | F@+®(0) (pr+2)Fet?(0) (pr+1)(p—r+2)Fe*”(0) =0 
| Fo+0(0) (p—r+3) Fr? (0 ( 


(p=0,1,2,..., 
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und sind die Koeffizienten einer ganzen Funktion zweiten Grades U (x) 
oder U(0), U’(0) und U”(0) so bestimmt, daß 
W(0)=0 und W’(0)=0, 
so muß auch sein: 
W”(0)= W”’(0)= +. = W2(0)=0 


oder 


W(z)=0. 
Ist F(x) so gewählt, daß U”(x)=0, so erhält man 
(60.) U(z)F(2)=(r—1)U’(z)F'(z) oder F(x)=a(pı+g)-+b, 
wo a,b,p und g Konstanten sind. 


Ist dagegen U(x) vom zweiten Grade, so erhalten wir aus (58.) für 


n=0 und n=1: 


(61.) “ö [((r—2) Fr? (r—1 )FF’]= En [((r—1)F”?—ır FF], 


( 62.) a [(r—2) F”—(r—1) FF’’]= —Ur—2) FP’—rFR"). 


Für den Fall r=1 gilt (1.) für jede Funktion U. Für den Fall 
r—2 kann man setzen 
U=F'. 
Sollen 
(r—2)F"? = (r— 1) F’F’” 
und 
(r—1)F®=rFF” 
und also auch 
(r—2)F’F”’=rFF’ 
sein, so findet dies statt dann und nur dann, wenn 


(63.) F(x)=[ac-+bY, 


wo a und b Konstanten sind. 
Sehen wir von diesen Fällen ab und setzen wir 


(64.) (r—2)F?—(r—1)FF"=e(e), 
(65.) (r—1)F?—r FF"’=P(e), 
(66.) (r—2) FFFF—-r FF”=P'(x), 

















E 
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so erhalten wir aus (61.) und (62.), indem r >2: 


(67.) 1-7, 
(68.) Da)" Ur, 
oder | 
nd] gen 
oder 
ea 
(69.) [e() "=k[ple)], 


wo %k eine Konstante bedeutet. Ferner erhalten wir 
(70.) raf—(r— 1)’ F’+(r—2)PF”’=0. 


Genügt umgekehrt F(x) der Gleichung (69.), wo k eine Konstante 
bedeutet, so muß eine solche ganze Funktion U,(z) vom Grade 2 exi- 
stieren, daß 


(71.) a(2)=k[U,(2)]*, 
(72.) B(z)-K[U,()Y. 
Ist F(x)=a@’ +ba"+ca”-+..., so bekommt man: 


Piz) =[(r—1)b®—2rac]a”"*+..., 


(2) =(r—1)(r—2)[(r—1)b®—2rac]a®—°+... 


oder 
ae)  (r—1)(r—2) RS 
oder 
BER 2 
(73.) U, (2) = (r—1)(r—2) 


Diese Gleichung (73.) kann man auch aus (70.), (71.) und (72.) direkt 
ableiten. Setzt man: 


(74.) U(x)=hU,(r), 


wo h eine beliebige Konstante bedeutet, so wird infolge (67.), (68.), (70.) 
und (73.) der Gleichung (56.) durch U(z) und F(z) genügt. 
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Zuletzt ein paar Bemerkungen: Wird der Gleichung 
0 An(@)—B, (2) = (2—e)’"*"C,(z) 
von ganzen Funktionen A,,B, und C, genügt, so kann der Grad von 4, 
und B, nicht kleiner als rn+1 sein. A,B/—A/B, ist nämlich durch 


F?*(x) teilbar. E 

Sollen hier ferner z. B. A, und B, von dem Grade r +1 sein, so 4 
sieht man leicht ein, daß eine ganze Funktion U(x) zweiten Grades existieren I 
muß, die der Gleichung (1.) Genüge leistet. ; 
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Grenzwerte von Dirichletschen Reihen bei der 


Annäherung an die Konvergenzgrenze. 


Von Herrn Konrad Knopp in Nagasaki. 


Einleitung. 


In einer Reihe neuerer Arbeiten*) wird das Verhalten von Potenz- 
reihen studiert, wenn sich die Variable dem Rande des Konvergenzkreises 
nähert. Insbesondere sind hinreichende Bedingungen dafür aufgesucht 
worden, daß sich der Summenwert der Reihe dabei einem Grenzwert 
nähert. Diese Art Sätze sind zu einer gewissen Abrundung gekommen 
durch die Arbeit des Herrn Pringsheim „Über die Divergenzcharaktere 
gewisser Potenzreihen‘“**), in der für sehr allgemeine Fälle aus dem Ver- 
halten der als Funktion von n betrachteten Summe der ersten n Koeffi- 
zıenten auf dasjenige der Reihe selbst geschlossen wird, wenn sich die 
Variable in gewisser Weise dem Randpunkte nähert. 


*, Appell, Sur certaines series ordonnees par rapport.... [Comptes rendus 
de l’ Acad&mie des Sciences. Paris. T. LXXXVII (2. semestre 1878). S. 689— 690]. 

Frobenius, Über die Leibnizsche Reihe. [Dieses Journal. Bd. 89 (1880). 
Ss. 262— 264]. 

Hölder, Grenzwerte von Reihen an der Konvergenzgrenze, [Mathematische 
Annalen, Bd. XX (1882), S. 535.] 

Franel, Sur la theorie des series, [Mathematische Annalen, Bd. LIl (1898), 5. 529.) 

Lasker, Über Reihen auf der Konvergenzgrenze, [London Philosophical Trans- 
actions, vol. 196 (1902), S. 433]. 

Knopp, Grenzwerte von Reihen bei der Annäherung an die Konvergenzgrenze, 
[Inaugural-Dissertation, Berlin (1907), S. 1—50]; — und andere. 

**) Acta mathematica, Bd. XXVIII (1904), S. 130. 


Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 
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Die meisten dieser Arbeiten nehmen ihren Ausgangspunkt von Abels 


bekannten ,‚‚Untersuchungen über das Verhalten der Reihe 1+ T? 


+— 5 2°+..-“*), in der zum ersten Male eine Betrachtung der in 


Rede stehenden Art gemacht wird. 

Eine wesentliche Förderung erhielten diese Untersuchungen indessen 
erst durch einen Satz, der in seiner einfachsten Form schon von Cesaro**) 
bewiesen worden ist und der folgendermaßen lautet: 


Satz I. ‚Sind 

Na, und 5 b„.x" 

n=1 n=1 
zwei Potenzreihen mit dem Konvergenzradius 1 und mit positiven Koeffizienten, 
für die 


divergieren, existiert ferner 


lim -® — g 


n=—w Dn 


als ein endlicher bestimmter Wert, so ist auch 


lım 
o=1 
wenn die positive Zahl o sich wachsend dem Werte +1 nähert‘. 

Denn dieser Satz gestattet offenbar, neue Reihentypen mit solchen 
von bekanntem Verhalten zu vergleichen und so zu neuen Sätzen zu gelangen. 

Im wesentlichen auf einer Erweiterung dieses Satzes fußend, hat 
Herr Pringsheim seine sehr weitgehenden Sätze bewiesen. 

In enger Anlehnung an diese Abhandlung des Herrn Pringsheim 
habe ich nun in meiner Arbeit***) „Über die Divergenzcharaktere gewisser 
Dirichletscher Reihen“ versucht, die analogen Sätze für Derichletsche Reihen 
aufzustellen, und bin dadurch zu einer Reihe von Sätzen über das Ver- 


*, Dieses Journal, Bd. 1 (1826), S. 317. 
**, Demonstration d’un th&oreme de M. Appell, [Mathesis, 1893, S. 241]. 
***, Acta mathematica; die Publikation dieser Arbeit hat sich leider etwas ver- 
zögert, so daß sie erst etwa gleichzeitig mit der vorliegenden erscheinen wird. 
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halten dieser Reihen bei der Annäherung an die Konvergenzgrenze gelangt, 
die zum Teil neu, zum Teil und auf ganz verschiedenen Wegen schon von 
anderen Autoren*) bewiesen worden sind. Weder mit meinen damaligen 
Methoden noch mit denen der anderen Autoren scheint es indessen möglich, 
den Sätzen über Dirichletsche Reihen eine gleiche Vollständigkeit und 
Abrundung zu geben, wie dies bei den Sätzen über Potenzreihen in der 
genannten Arbeit des Herrn Pringsheim geschehen ist. Kurz ausgedrückt 
ist der Unterschied dieser: Während es möglich war, das Verhalten der 
Reihe dann anzugeben, wenn sie in der Nähe des Grenzpunktes sich wie 
o(—— oder wie C (log i -—) 
in der Nähe des Punktes +1 verhalten, war es nicht möglich, beides zu 
vereinigen und also das Verhalten dann anzugeben, wenn die Reihe sich wie 


BET) 


oder allgemeiner wie 


c( —) (log 7 5 (log log n -F de 


in der Nähe des Punktes +1 verhält, wie dies von Herrn Pringsheim 
für Potenzreihen durchgeführt worden ist. 

Im folgenden soll diese Lücke durch einen Satz ausgefüllt werden, 
der diese Sätze nicht ab ovo neu beweist, sondern der zeigt, daß in 
gewissen sehr allgemeinen Fällen eine Potenzreihe und eine Dirichletsche 
Reihe das gleiche Verhalten bei der Annäherung an einen Randpunkt des 
Konvergenzgebietes haben. Ich werde nämlich zeigen, daß unter gewissen 
Bedingungen eine Potenzreihe 

> b,a" 

n=1 
mit dem Konvergenzradius 1 bei der Annäherung von x an die Stelle +1 
dasselbe Verhalten zeigt wie eine Dirichletsche Reihe 


*, Hölder, a. a. O., ferner 

Cahen, Sur la fonetion {(s) de Riemann et sur des fonctions analogues [Annales 
scientifiques de "Ecole Normale superieure, ser. III, Bd. XI (1894) p. 75—164], p. 86—87. 

Schnee, Über irreguläre Potenzreihen und Dirichletsche Reihen [Inaugural- 
Dissertation, Berlin (1908) S. 1— 80], S. 29—59: — und andere. 


15* 
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Do Ay 
2 — 


v=ı ?” 
mit der Grenzgeraden R(x)=0 bei der Annäherung an die Stelle 0, wenn 
2 
ii 
ist. Hierbei bedeuten A(n) und B(n) Funktionen, die für ganzzahlige 
Werte des Argumentes mit 
A,=4+Q+:+q, 
und 
B„=b,+b,+..+.+b, 
übereinstimmen. 
Diese Beweismethode scheint mir auch darum einen selbständigen 
Wert zu haben, weil sie nicht, wie die bisherigen Arbeiten über diesen 
Gegenstand, analog wie bei den Potenzreihen vorgeht, sondern weil sie 
einen direkten Zusammenhang zwischen beiden Arten von Reihen aufdeckt, 
wie dies schon ein früherer Satz von mir*) über ‚Nichtfortsetzbare 
Dirichletsche Reihen“ tut. 
Ich werde nun in $1 den angedeuteten Satz präzisieren und be- 


weisen und in $2 daraus die in Rede stehenden Sätze herleiten. 


$ 1. 
Es seı dıe Potenzreihe 
(1.) Eb,x” 
n=1 


für 2 >1 und die Dıirichletsche Reihe 
© q, 
(2.) Si 
für R(x)>1 konvergent. Bei der angewendeten Schreibweise haben die 
Konvergenzgebiete beider die Halbebene R(z)>1 und den Randpunkt +1 
gemeinsam; ich ziehe von diesem aus zwei Strahlen, die den Kreis x =1 
nicht berühren und ganz außerhalb desselben liegen. Jede Annäherung 
an den Punkt +1, die wir im folgenden betrachten, erfolge in dem von diesen 


Strahlen eingeschlossenen ‚„Winkelraum A“. Im Gegensatz zu der längs der 


*) Mathematische Annalen; auch diese Arbeit wird erst etwa gleichzeitig mit 
der vorliegenden erscheinen. 
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Achse des Reellen erfolgenden ‚reellen Annäherung‘, möge die eben be- 
schriebene auch kurz als „komplexe Annäherung‘ bezeichnet werden. 
Ist die Reihe (1.) so beschaffen, daß für reelle Annäherung an +1 


(3.) lim > b,0” + x 


gen mi nNX 


ist, so braucht doch nicht gleichzeitig auch bei komplexer Annäherung 


VW. 
(4.) lm 3b,2”" = +x 
z—=]1 n=] 
zu sein, — nicht einmal, wenn alle b, positiv sind, wie Herr Pringsheim *) 


an einfachen Beispielen gezeigt hat. Um die Gültigkeit von (4.) zu er- 
zwingen, muß man also die Koeffizienten b, gewissen Einschränkungen 
unterwerfen, z. B. der, daß bei gleichzeitiger Divergenz von Ib, für alle 
innerhalb 4 hinreichend nahe an +1 gelegenen Punkte x die Bedingung 


n 


PB Dr * 


(5.) = >ß 


PT 


n=]1 


für eine gewisse positive Zahl 5 erfüllt ist, die nur von der Öffnung des 
Winkelraumes 4 abhängt. Diese Bedingung**) besagt offenbar, daß der 
Betrag der Reihe &b,2”” beı der Annäherung an +1 längs irgendeines 
in 4 verlaufenden Weges von nicht kleinerer Ordnung unendlich wird als 
bei der Annäherung längs der reellen Achse. Erfüllt (1.) eine solche 
Bedingung, so muß mit (3.) offenbar auch (4.) bestehen. Nach Herrn 
Pringsheim wollen wir sagen, daß eine solche Potenzreihe, die also für 


*) a.2.0., 8.5. 
**, Es liegt im Sinne dieser Definition, daß eine Bedingung der Form (5.) für 


jeden Winkelraum 4 erfüllt ist, solange dessen Schenkel nur je einen unterhalb , 
gelegenen Winkel mit der Achse des Reellen bilden. Ist also 4 ein solcher Winkel- 
raum mit größerer Öffnung als 4, so soll eine Zahl 8°>>0 existieren, so daß für alle 


innerhalb 4° hinreichend nahe an +1 gelegenen Werte von x 


a 
= b, gen 
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alle innerhalb 7 hinreichend nahe an +1 gelegenen Punkte x eine Be-, 
dingung der Form (5.) erfüllt und für die & 5b, divergiert, be x<=+1 
gleichmäßig diwergiere. Ebenso heiße die Dirschletsche Reihe (2.) bei 
z=-+1 gleichmäßig divergent, wenn 2,a,, divergiert und wenn eine Zahl 
«>>0 existiert, so daß für alle eben genannten z 


© A, 
| N 
(6.) ->o 
| Ar | 
v1 ol 


bleibt. 


Dies vorausgeschickt können wir nun den in der Einleitung an- 


gedeuteten Satz zunächst folgendermaßen aussprechen: 
Satz II. ‚Es sei 


(7.) 3b.” 
n=1 


eine für x) >1 konvergente Potenzreihe mit positiven Koeffizienten, die bei 
z=+1 im Sinne von (5.) gleichmäßig divergiert und für die Eb, divergiert. 
Hat dann die Dirichletsche Reihe 


Do A, 
(8.) = yııı 
positive Koeffizienten, für die 
55 a, 
. u | 
(9.) es "rain Fi 
ist, so konvergieert sie für R(z)>1, divergvert gleichmäßig**) be x=+J1, 
und es vst 
0 A, 
. z ve 
(10.) lim 7 —=g 
gt 


für jede Annäherung im Winkelraum A, wenn nur 


*, Sind die Grenzen der Summation gebrochene Zahlen, so soll der Summa- 
tionsbuchstabe alle in dem betreffenden Intervall gelegenen ganzen Zahlen durchlaufen. 

**), Dies findet nur statt, falls 9#0 ist, während die andern Behauptungen 
auch für g=0 bestehen bleiben. Auf diese leichte Modifikation gehe ich nicht näher 
ein und nehme im folgenden stets an, daß 9 von O verschieden ist. 
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a.) Im =0 (Bub +b,+-++b,) 


ist*).““ 


Beweis: Bleibend für das Folgende setze ich 


Hieraus folgt, daß die Reihe 


denselben Konvergenzbereich hat wie (7.), und daß also 


x an 
3 c„(e”) 
=] 


für R(z)>1 konvergiert. Da nun für positive 2>]1 


6, (e=! - uni En L 55 A, ee En —=( TA E er! 


( en e—1 


ist, so folgt sofort, daß (8.) für reelle #>>1, also auch für alle R(z)>1 kon- 
vergiert, und es ist überdies für positive 2 >] 


*) Diese Nebenbedingung ist in sehr allgemeinen Fällen erfüllt: denn bei 
einigermaßen regelmäßigem Verhalten und nicht zu starkem Wachstum der b„ wird 
nb EEE r os ’ 
schon lim sup TR endlich und also a fortiori (11.) erfüllt sein. — Da übrigens die B,„ mo- 

n=» ’n 


noton wachsen. so ist 


nb, Non _ En, 
BEIB4FHBenB BB’ 
es ist also mit (11.) auch 
h 
ji n Lo 0. 
(a) kann ie 
und aus 
Bin B, -bn 0 b, 
"Fe ne: 
folgt, daß unter der Voraussetzung (11.) auch 
B, -1 
; 
(P) n I B, 


ist. 
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= n u ii z—1\—n 
(12.) AR a en 2 „ae = ole 


n=1 


Um nun (10.) zu beweisen, werde ich zeigen, daß für jede Annäherung 
innerhalb 4 





(a.) lim —— RR 
z=1 ze En alle Ze 
n=1 
und daß 
> Ca ai Ka ; 
(b.) lim =! ——— lim 9 
z=1 5 b, yon n=o ”’n 


ist, womit offenbar der Beweis von (10.) geliefert wäre. 
Beweis von (a.).. Ich werde den Beweis der mit (a.) identischen 


Beziehung 

© (U o 

en Wa Bi 
n=1 


(13.) lim 1 —0 
z=1 Cn a Ze 
n=1 
liefern. Für 
er—1 <v er 
ist nun 
(14.) v=e'"" mit 0<I,<iI 
und also 
(15.) n=[log v] +1. 


Durch (14.) und (15.) sollen n und v in den folgenden Beziehungen ver- 
bunden gedacht werden. Dann kann aber der Zähler von (13.) geschrieben 


werden ın der Form 
aD 
Ed u > a, (e")'* u 53 TER LE 
ee) t 
- Fa, erI)U—2) | 1 —e%, 1-9 |, 
so daß dieser Zähler seinem Betrage nach kleiner ist als 


53 ar IIA-R@)|] __ et, d—2) 
v . 


v1 


Nun ıst aber 
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3,(1— 2)’ i5 1 9 
1.5 22 <y,0—l-; <2lc—1 


ni 9,1) = 1 —1l— ae 
1-—e 1—1—49,(1—x) 1-1 


für alle hinreichend nahe an +1 gelegenen Werte von x. Also ist der 
Betrag jenes Zählers 


<a z—] ya yıRra) 
Ib, ’ 


v1 


und es ist daher 


a Ü, n u .©| 4, | 
z 1 u z ne - y- 
.— o——— <a, s 
Rh) Cy (e-1 j—" P) Ca ( er! | 
n—] n—=] 
dies ıst wiederum 
© A, 
z—1l 
(16.) RR TE |. 


Rn ’ 
Y 2 C( er—1 
n==1 


wo y eine gewisse positive Konstante bedeutet, die der für alle innerhalb 
4 hinreichend nahe an +1 gelegenen Werte von x gültigen Beziehung 


S nl)" 
17. _ >, 
(17.) 2 y,>d9 
zul tr* 
n=1l 


entnommen ist. (17.) selbst aber ist eine leichte Folgerung aus der mit 
(5.) gleichwertigen Beziehung 


.. 
y' b„ ( er—1 er n 


Pr 
n=1 


RL 
_ b„ ( y“ 
n=] 


(18.) >#>0*) 


in Verbindung mit der Voraussetzung 


*) In der Tat erfüllen die Punkte y=e*—!, wenn «x in A liegt, einen krumm- 
linigen Winkel, dessen Schenkel diejenigen des Winkelraumes A bei +1 berühren. 
Liegt also x hinreichend nahe an +1 in /, so sind alle entsprechenden Bildpunkte 
y sicher in einem Winkelraum 4 mit etwas, übrigens beliebig wenig größerer Öff- 
nung enthalten. Dann aber begründet Anm. **) von S. 113 die Gültigkeit der obigen 
Beziehung. 

’ **, Folgerungen der hier angedeuteten Art sind in den S. 109 zitierten Ar- 
beiten so häufig durchgeführt. daß ich mich hier kurz fassen zu dürfen glaube. 


Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 16 
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Da endlich nach (12.) für reelle Annäherung 
(19.) lim nn eh 


ist, so folgt aus (16.), wo die Annäherung ja nun wegen e* =e*" eine 
reelle ist, die Gültigkeit von (13.), womit der Beweis von (a.) geliefert ist. 
Beweis von (b.). Setzt man hier 


c„=gb,+ 8,0, 


so ıst 
lım 2, = 0 
! vs 
und 
DR 1 ,, 0 - 1 
v N rt — f , — a . r H— ht 
PET un) Zu 7 u u > 2.5,(ery* 
9) n=1 n 1 N 1 
(20.) u 
Be: b, gg P 3 by g—n 5; b, en 
n=1l n=1 n—=] 


Hieraus erkennt man, daß es zum Beweise von (b.) genügen würde, zu 


zeigen, daß für komplexe Annäherung 


L 
ur zer 
z h,(e* 1) ! 


(21.) Gerade l 


ist; denn dann wäre der um g verminderte Grenzwert (b.) gleich dem 
Grenzwert der rechten Seite von (20.) und also gleich demjenigen von 


is 
DEE U am) nm 


n 


:1 
LT 
> b, (e*- 1 nn 
-1 


n 


Dieser ist aber in der Tat gleich 0; denn der Betrag dieses letzten Quo- 
tienten Ist 


m 


% 
> Fr b, (er! N P3 b, Ts Kie 
x ın=]1 n=]1 
(22.) Mn yh —1lı—n =. Em n ’ 
uw’ (e* ) > b„ (eiy" 
n==1 


wo &,„ die ıhrem Betrage nach größte unter den Größen &,„,1, &nıa,.-- be- 
deutet. Da nun mit (5.) auch (vgl. S. 113. Anm. **)) 
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> b„ (ee—1 ) n h 
nn] a 
(23.) ee <a (PP) 
R: b, (e* -] ke t 
n—]1 


ist, so erkennt man, daß (22.) und also auch (20.) durch geeignete Wahl 
von m und x beliebig klein gemacht werden können, d.h. daß sie den 
Grenzwert 0 haben; denn für den zweiten Summanden folgt dies aus 
(23.) in Verbindung mit lım &,=lım e,—=0, und in dem ersten Summanden 


M=n Nn=: 


bleibt bei festgehaltenem m der Zähler unterhalb einer endlichen Schranke, 
während der Nenner durch Wahl von x beliebig groß gemacht werden kann. 

Es genügt also statt (b.) die Gültigkeit von (21.) zu beweisen. 
Für die Punkte x des Winkelraumes .7 ist nun teils 


Im ersten Falle hat man 


N D e N Mr \n 
RP: b, Te A P> b, | gen E (e —] Rn | PB: b, PN ] ( ' ) 
n—1 n=]1 } 1 

z — 1 — -— . = | ' 
ya 50 5b: 
n 1 „n = 1 N —] 


und da nun für vw <T] 


ist, da ferner 
r Eh 21 | 
1— ee = (r—]1) (5 5 ++) 
ist, so ist für alle hinreichend nahe an +1 gelegenen Punkte x in 4 
nn e I 
5 bn (er) => (r—1) — nb, Ar 


n—]1 1 
1. 


- 


oder nach (5.) 


n 
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da für alle hier in Betracht gezogenen Werte von x 


c—1 45 n=1 
und also 
8 3b "= I: (B, + B, +... +B,)2T" 
(.—1) 221 " 2° 11 . £ 
1st. 


Nach dem Cesaroschen Satz I in Verbindung mit der Voraussetzung 


(11.) ist aber 

| Ind, ia 

(26.) ei ee 
z=1 5 (B,+B,+---+B,) 2" 


n=1 


und man kann daher für alle der Ungleichung (24.) genügenden x 


(27.) Zee 
PET u 
setzen, wo &(x) seinem Betrage nach beliebig klein wird, wenn nur x in 


4 hinreichend nahe an +1 liegt. 
Für alle der Ungleichung (25.) genügenden z hat man entsprechend 








© Pr z—1 
| B3 b„ gen P3 b„ er h -(— ) | 
n=-1 IR u ER { 
ET u u 2b „(ey 
n=1 “m 
also wie oben in Verbindung mit (18.) 
> mb„(e1)* (Rz) —1)? > nby (eR—-1)—n 
1 Re FR. n=1 
<ie-13- ee | 
u. BE re a Be 80° 3b „(eRD-1)—n D 

n=1 n=1 


da für alle hier in Betracht gezogenen Werte von x 


2—1 1 u 
Ru 5 0 


*) s, Pringsheim, a. a. O.S.4. 





ED N a N Bl einen an ia ae en a I EAN 
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ist. Hieraus erkennt man ohne Schwierigkeit, daß auch in diesem Falle 


eine Beziehung der Form (27.) besteht. 
Diese hat also für ale in 4 hinreichend nahe an +1 gelegenen 


Werte von x Gültigkeit, d. h. es ist für jede Annäherung innerhalb 4 


55 by er 
(28.) lim "=! — 


z=1 er — N 
5 bunt 
n=1 


womit dann der Beweis von (b.) geliefert ist. 

Daß endlich zZ i bei z=+1 gleichmäßig divergiert, ergibt sich 
folgendermaßen: 

Nach (19.) ıst für alle hinreichend nahe an +1 gelegenen Werte 


von 
DD 
Zement | 
9 n=1 — I ä 
(29.) R Ad, us 2 ’ 
Be yr—1 


für dieselben Werte von x ist nach (17.) 


II „ler, 
Ku 
(30.) | — >y>0 
zETTT 
n=1 
und nach (a.) 
2 A, 
v—=1 ale = 1 
(31.) © > 9) b 
'> 7 u) u ei 
n=1 
woraus sich durch Multiplikation ergibt: 
[re (Ad, N 
N 
yal vl Be" ’ 0 
u (dt . 
rs —>dv; 
. En 
cn „er 


dies besagt aber nach (6.), daß die Reihe > bei 2=+1 gleichmäßig 


divergiert. 
Der hiermit bewiesene Satz II läßt sich nun noch dadurch er- 


weitern und für die Anwendungen handlicher machen, daß man an Stelle 
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der Voraussetzung (9.) die etwas allgemeinere setzt, in der im Nenner 
statt des n-ten Koeffizienten die Summe aller ersten n Koeffizienten 
auftritt. Man gelangt so zu dem 

Satz III. Macht man in Satz II unter sonst gleichen Annahmen 


statt (9.) die umfassendere Voraussetzung 


n 


e 
a 
(32.) lım = : u Hot t+n. .q 
n=@ b, +b,+.+-+b BEER b,+b, +... +5, h 


oder die dasselbe besagende*) Voraussetzung 


. Ad,tGr ra 
. (33.) Bm. _ = 
od + da +++ + Öpog vr] 


v= 


zu deren Erfülltsein (9.) zwar stets hinreichend, aber nicht notwendig vst, 
so bleiben seine Behauptungen ebenfalls gültig. 


Beweis: Man hat bekanntlich 


Ad 2.) A | 
1 er. ou (2—1) = „+(e—V)e(e), (4,=a, +4; ER +a,); 
y- 


(34.) 


iv 


wo e(x) für alle x des Gebietes 4 unterhalb einer endlichen Schranke 
bleibt; und da wegen (33.) mit &b, auch 2a, divergiert, so folgt, daß 
für jede Annäherung 


. - yi—l 3 
(35.) lım = +1 

z=] 4 i1y 

(E—1l) 3 

. vu, 9° 3 
ıst, ferner ist identisch ? 
P Dr" 1 & 
) n=] = 
(36.) a =—. 
(1) & 0" & 
n=1 € 


*) (32.) verlangt nicht, wie es scheinen möchte, weniger als (33.), denn aus 


(32.) folgt in Verbindung mit der Beziehung (3) in Anm. *) S. 115, daß lim 20; 
dann ist aber a fortiori für irgend zwei zwischen e”-! und e* gelegene ganze Zahlen 
x» und A (A >x) 


A, A, 21 ++ 


lim —() 


n=% B, 


woraus sich die Äquivalenz von (32.) und (33.) ergibt. 
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Ließe sich also beweisen, daß 
(37.) rt. 


ist, so wäre dadurch ın Verbindung mit (35.) und (36.) auch die be- 
hauptete Beziehung (10.) bewiesen. Andererseits wäre (37.) eine unmittel- 
bare Folge des Satzes II, wenn sich zeigen ließe, daß aus (32.) oder (33.), 


d.h. aus 


38. lim I — im -—"-=« 
) n—% DB, v_% Bio: v| J 
folgte, daß auch 
. sn 
(39.) lım =g 
n=% Bi 


ist. Dies ist nun in der Tat folgendermaßen leicht möglıch: 
Nach (38.) kann 


A,=gByerıt &, Bio rt mit lm: =0 
‚n % 
gesetzt werden, so daß 
En. eu " ,B 
(40.) ET ar yz Zn 
en ? yuei 7 u v 


wird. .Da aber für alle der Bedingung e"""<_r<Ze" genügenden v 
logrl=n—1 


ist, so folgt aus (40.), daß 


1 z A, ( B.—ı 2... B,—ı E €, 
B, a ı B, ER B, yoen—l v 
ist. Wegen 
e $ B 
. ö . n—] . 
lm > =1, Ilm 1 und Jım se, =0 
n=o v=eh—l v n=% B, Nn=® 


folgt aber hieraus die Beziehung (39.) 
Daß auch in diesem Falle &,”, bei 2= +1 gleichmäßig divergiert, 


folgt wieder aus den Beziehungen (29.), (30.) und (31.), deren zweite 
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wieder leicht aus der gleichmäßigen Divergenz von &b,x”" in Verbindung 
mit der neuen Voraussetzung (32.) gefolgert werden kann, während die 
erste und also auch die letzte unverändert bestehen bleiben. Hiermit ist 
der Satz III vollständig bewiesen. — 

Endlich läßt sich noch die Annahme beseitigen, daß die Ko- 


effizienten a, positiv sind. Denn ist unter sonst gleichen Annahmen 





für eine Dirichletsche Reihe 3 . mit beliebigen Koeffizienten die Voraus- 
v-1 


setzung (32.) oder (33.) erfüllt, so hat man zunächst 


Im sup log a, r ar: z + a,| — lım sup log 2 m b; ie 7 bilog 2 
log v san log v 


v=%® 


— lim sup log Ybn+ bt... +b,=logl =(, 
da &b„y" und also auch &B,y" den Einheitskreis zum Konvergenzbereich 
haben. Hieraus folgt, daß die Reihe nach wie vor die Grenzgerade R(z)=1 


hat. Definiere ich nun die positiven Zahlen a) durch die Bedingungen 


mtra + tab tbst rer Diver]; 
so ist nach Satz III 


© 
„1 
(41.) en 
z=1 5 h gen 
n=1 
und die Reihe 
5% 
kn yi-l 
divergiert gleichmäßig bei &=+1. Da dann ferner 


lim — — —— =g, 
vo 4, rA, ++, 


so ist nach dem in meiner oben zitierten Abhandlung ausführlich bewiesenen 
Analogon zu dem Üesaroschen Satz I 


(42.) lim 7 =g 


für jede Annäherung im Winkelraum 4, und es divergiert auch & en gleich- 





ER N rn ae Sa nenn Lo u un a5 Bu peu oa ui aa va 
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mäßig bei = +1; nach (41.) und (42.) ist dann also auch 


je A, 


(43.) lim- = 
z=1 B) bn2” n 


n=]1 


ze, 


Hiermit ist der Satz bewiesen, der nun vollständig so lautet: 
Satz IV. Es sei 


eine für x >1 komvergente Potenzreihe mit positiven Koeffizventen*), die bei 
z=+1 gleichmäßig divergiert, d. h. für alle hinreichend nahe an +1 ge- 
legenen Punkte x des Gebietes A die Bedingung 


53 EU 
F— >PßP>0 


erfüllt und für die > b, dwergiert. Genügen dann die komplexen Koeffi- 
n=1 


zienten einer Dirichletschen Reihe 





= dr 
„1 
der Bedingung 
.. u Se u in ee Te _ g; 
eizane b,+b, +. +b, nt bi +b5, +++ + Ödriogr] 


so konvergiert sie für R(x)>1, diwergiert gleichmäßig**) ba x<=+1, d.h. er- 
füllt für alle innerhalb 4 hinreichend nahe an +1 gelegenen Punkte x die 
Bedingung 


Ta tze>e, 


und es ist 


eV WeWEEEESESSESEEESESSEEEEEEEE 


*) Auch die Annahme 5, —>0 läßt sich noch durch einfache Kunstgriffe be- 
seitigen, doch bietet dies für die Anwendungen kein besonderes Interesse. 

**), s, S. 114, Anm.**). 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 
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für jede Annäherung im Winkelraum 4, wenn nur 


lim u DEREN 
n= ® B,+B,;,+--- + Bı 





— (0 (B, = b, +b, te +b,) 


ist. 


g 2, 


Wie schon in der Einleitung angedeutet, lassen sich nun die im 
vorangehenden Paragraphen entwickelten Sätze insbesondere also der letzte, 
alle vorhergehenden als Spezialfälle umfassende Satz dazu verwenden, 
um einen aus der Theorie der Potenzreihen her bekannten Grenzwertsatz 
auf die der Dirichletschen Reihen zu übertragen. Zu diesen Grenzwert- 
sätzen rechne ich alle als Erweiterungen und Ausbau des Abelschen Grenz- 
wertsatzes von den Herren Frobenius, Appell, Hölder u. a. hergeleiteten Sätze, 
die sämtlich durch den folgenden Satz des Herrn Pringsheim zusammen- 
gefaßt und nicht unbeträchtlich erweitert werden: 

Satz V. Es sei A(r) eine positive mit r monoton ins Unendliche 
wachsende Funktion; ihr Wachstum sei indessen für jedes noch so kleine € 
schließlich langsamer als dasjenige von 

r; 
es ser also von einer gewissen Stelle an 


A(r+1) _/(r+I1e 


Y 


(44.) 1< <( 


für jedes e>0, d. h. man habe 


Ar+1)_ e(r) 2. je 
(45.) . az mit kim e(r)=0. 
Ist dann 
’ bbtbt tn 
- a 9 


wo entweder 
p>0 und a=+1,0 oder —1 ic, 
oder 


p=0 und dann a=-l1 ist, 
so komvergiert 


Ib," 


n=1 





east 


Knopp, Grenzwerte Dirichletscher Reihen an der Konvergenzgrenze. 197 


für x >1, divergiert gleichmäßig bei z=+1, und es ist für jede An- 
näherung in 4 


(47.) lim (1)? 4 Ga 3 b,0"=g1'(p-+H). 


z=1 n=1 

Daß dieser Satz tatsächlich alle bekannten Sätze dieser Art enthält, 
erkennt man leicht, wenn man bedenkt, daß für A(r) u.a. jede Funktion 
des Typus 

A(r)= log! r-logt , r --- logk« ‚7 

gesetzt werden kann, wo log„r den m-fach iterierten Logarithmus be- 
deutet, m>1, q>>0 ist und die übrigen Exponenten g, beliebige reelle 
Zahlen oder 0 sind; und wenn man ferner bedenkt, daß identisch 


= +1 oo se es) 
( ) Sb,2"= 3 Sr" 
<—1 n=1 n=1 


ist, wo die S% die in den Appellschen Grenzwertsätzen auftretenden 


Summen sind, die also für ganzzahlige y durch 
SOP=-b,+b, +... +b,, SI= SED LSETD 2...4+80TD 0=1,2..) 


und für beliebige positive y durch die Identität 


2 3 yr $ b u" 53 sn n 
1—y Ba nY .- n Y 
definiert sind. 


Auf Grund des Satzes IV ergibt sich nun hieraus unmittelbar, daß 
für eine Dirichletsche Reihe & = das Verhalten bei der Annäherung an 
die Konvergenzgrenze bekannt ist, wenn die Koeffizienten einer Bedingung 
der Form 

a, +4,+---+a, 


wa vn [log »PAs(llog »]) "9 


genügen. Da aber 


und also a fortiori*) auch 


*, In der Tat folgt aus den Definitionsgleichungen (44.) und (45.) der Funk- 
tion A(r) leicht, daß für jedes konstante a_>0 sogar 


lim N a 1 


vo, Ar) 
ist. 
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Alllog n)) 
u 3 





ist, so ist die Bedingung (48.) mit 





Htlt+t-+a, | 
(49.) Dan log? » Ae(log ») u 
gleichbedeutend. Der Schluß auf das Verhalten der Reihe ist indessen 
nach Satz IV nur dann hieraus gestattet, wenn die Koeffizienten 5b, der 
zum Vergleich herangezogenen Potenzreihe die Bedingung 


(50.) . in ___ ä 


n=o Bı+Ba+-+B, 
erfüllen. Da ich hierin für die b, irgendwelche positive Zahlen nehmen 
kann, für die nur 


bh tb +++ bn 


(51.) lım Fu 


existiert, so wähle ich speziell 
b„= nn? 1 (n)— (n—1)P4°(n—1), 


so daß b, wegen (44.) von einer gewissen Stelle an sicher positiv ist und 
der Grenzwert (51.) existiert und gleich 1 ist. Man sieht dann leicht, 
daß auch (50.) erfüllt ist, denn es ist 


nb, _ nn? ie (n)—(n—1 Pelz 1)] 


Bi +B,+---+Bn Ae(1)+2PA%(2) + +nPAe(n) 








und also für &>0 
| (1- =) ( u) j 


= i 5 i e yyP > 1 


worin c (wie gleich nachher c’) eine nur von p abhängige positive Konstante 


bezeichnet. Der letzte Ausdruck nähert sich aber wegen (44.) mit wach- 
sendem n der Grenze 0. Für «<{0 hat man ähnlich 


er mr lı-(1-1) Eoell Zi N 


or were 20 e'np+lie(n) n 








woraus wieder die Gültigkeit von (50.) abgelesen werden kann. 








ER EEE LATE RT nn RAR TRERNEREE 








de er eheeTEE thae Suretn 
er as 3 ETERS Te 
RT ENORITE 


’ 
& 
r 
) 
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Setzt man endlich 
A(logr)=u(r), 
so ist «(r) eine stetige, positive, monoton mit r ins Unendliche wachsende 
Funktion, deren Wachstum indessen schließlich kleiner ist als dasjenige 


von log’r für jedes noch so kleine positive s, derart daß von einer ge- 
wissen Stelle an 


u(r+1) log(r + 1)\® 
En 0 22 


ist für jedes e>0 und daß also 
14. sr 7 
(53.) ——=1+ r mit lims(r)=0 


gesetzt werden kann. 
Legt man eine solche Funktion zugrunde, so gilt nun der 


Satz VI. Ist für die Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe 





a, 
(54.) 2 
die Bedingung 
Tr 
166.) nn  Jogrn-ue(n) 


erfüllt, in der entweder 
p>0 und dann e=+1,0 oder —1 
oder 
p=0 und dann a=+1 
ıst, so konvergrert 
© A, 


2 ı— 1 


v1) 


für Rx) >1, divergiert gleichmäßig*) bee =+1, und es ıst für jede An- 
näherung im Winkelraum 4 


(56.) lim (21)? u ()S zal=gT(p+1). 


z=1 








*) vgl. den Zusatz S. 114, Anm. **) 
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Für die Anwendungen dieses Satzes, zu denen wir nun noch kurz 
übergehen wollen, sind folgende vier Bemerkungen von Nutzen: 
1. Da die Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe insofern un- 
bestimmt sind, als man statt (54.) auch 
o» via, 
mar” ys1I+r2 
schreiben kann, so genügt es, wenn statt (55.) für irgendeinen bestimmten 
Wert von s eine Bedingung der Form 


 M+20,+.--+nta 
A Beihir ı— 


ie IogP nun) 


n=n 


erfüllt ist, um auf das Verhalten der Reihe bei der Annäherung an die 
Randstelle, die dann 2=1-—-s ist, zu schließen. 
2. Da, wie schon oben bemerkt, 


53 . und (z—-1) 3 — 
v1 


bei der Annäherung an die Stelle +1 das gleiche Verhalten haben, so 
genügt es ersichtlich sogar, Beziehungen von der Form (55.) oder (57.) 
zu kennen, wenn in diesen a, durch A, ersetzt wird. 


3. Geht man in dieser Richtung weiter und setzt 
A/=4A,+4,;+---+4, 


und allgemein 
AND= AUT + ALT Hr. + AD, 


so haben auch 
4m 


x (A, 4 v 
>; und (#—-)a(s+ 1) (at7 1) 2 5 


v=1’ 





ein gleiches Verhalten bei der Annäherung an die Randstelle, und man 
sieht, daß es sogar genügt, Beziehungen der Form (55.) oder (57.) zu 
kennen, wenn in diesen a, durch A” ersetzt wird. Die so entstehenden 
Voraussetzungen sind aber für jedes y weiter als die entsprechenden für 


den Index y—1. 
4. Endlich sei noch hervorgehoben, daß in (56.) für u(r) u.a. 


gesetzt werden kann 


u(r)= log? ,‚r-logt: ‚r- . ER r, 


, plane a ee ae Sande a rin Ak Zen Zr A ie SL SEN AN. > x 
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wo log„r den m-fach iterierten Logarithmus bedeutet, m>1, 9>0 und 
Q1s Qa>.-.Q, irgendwelche reellen Zahlen sind. 

Setzen wir nun, um von den Anwendungen der Formel (56.) nur 
den wichtigsten Fall besonders hervorzuheben, dieses v(r) in (56.) ein, 
so erhalten wir den Satz, der unter Benutzung der Bemerkungen 1.—3. 
u. a. alle bisher bekannten Sätze dieser Art als Spezialfälle enthält, der 
diesen eine Reihe neuer hinzufügt und der nun vollständig folgender- 
maßen lautet: 

Satz VII. Genügen die Koeffizienten der Dirichletschen Reihe 


2 d, 
ben" yııı 
der Bedingung 
i a. +. +. +@ 
lım - —t nl mg, 
n-x (log n)P}log}, . ,n-logn ..n---logyr, ,, n/® 


wo m>1, z>0 ganze Zahlen, ferner p>0, g>0O und die übrigen q be- 
liebige reelle Zahlen sind, und wo falls 


P>dO ist, «a die Werte +1, 0 oder —1 
und falls 
p=0 ist, @ nur den Wert +1 
haben darf, so konvergeert die Reihe 


© d, 
%' 

— z—1 
y=1} 


für R(z)>1, diwergiert gleichmäßig bei z=+1, und es ist für jede im 
Winkelraum 4 verlaufende Annäherung an die Stelle +1 


1 1 . © 4, 
kun (1 log log nn rn om g-I(p+1)*). 


Zum Schluß sei nur noch hervorgehoben, daß für die verallgemei- 
nerten Dirichletschen Reihen 


und für die Integrale der Form 





*, In dieser Beziehung darf ersichtlich statt 2 —1 auch (—1) geschrieben 
werden. 
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„= Se e*dt, 


die eine fast vollständige Analogie zu den Dirschletschen Reihen zeigen, 
sich ganz analoge Sätze aufstellen und beweisen lassen, wodurch dann 
auch deren Verhalten direkt mit dem der Potenzreihen verglichen wird. 
Diese Andeutung mag genügen, um dem Leser, der dieser Sätze bedarf, 
die ganz parallel laufenden Entwicklungen zu ermöglichen. 
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Die Berechnung des Osterfestes. 
Von Herrn Adolf Fraenkel in München. 


Das Interesse an der mathematischen Behandlung der Aufgaben 
der Kirchenrechnung und überhaupt der technischen Chronologie, das zu 
Beginn des letzten Viertels des 18. Jahrhunderts erst eigentlich erwacht 
war*), hat vor allem ın den ersten drei Jahrzehnten des 19. Jahrhunderts 
eine reiche Literatur über diesen Gegenstand hervorgerufen. Was das 
Hauptproblem betrifft, die Berechnung des Österfestes im julianischen und 
im gregorianischen Kalender mittels rein arithmetischer Regeln, so steht 
hier obenan die Gaußsche Formel vom Jahre 1800 (Monatl. Corresp. {. Erd- u. 
Himmelskunde, Bd. 2, S. 121—130; Gauß’ Werke, VI, S. 73—79) mitihrem Nach- 
trag von 1816 (Ztschr. f. Astronomie u. verw. Wissenschaften, Bd. 1, S. 158; in 
Gauß’ Werken nicht enthalten)**). Die besten mir bekannten Ableitungen ***) 


- 


*) Vgl. Lamberts Aufsatz im Astron. Jahrb. f. 1778 Berlin. S. 210—226. 
**), Die @außschen Regeln zur Berechnung des julianischen Osterfestes des Jahres 
A’ lassen sich folgendermaßen ausdrücken: Bezeichnet man 


4 


den Rest der Division 19 mit a’, den Rest der Division 4 mit 5b’, 


A’ 19a +15 .,, 
E an Sa Ba ” 30) mit d, 
2b +4 +6d +6 .,” 
as: ee 

so fällt der Ostersonntag auf März 22+d +e. 

**) Die früheren Ableitungen (wie überhaupt die ältere, auch gar manches recht 
wenig Wertvolle enthaltende Literatur über den ganzen Gegenstand) hat F. Piper mit 
großer Sorgfalt zusammengestellt (Dieses Journal, Bd. 22 [1841|. S.98— 101): von den sehr 
zahlreichen seither erschienenen Ableitungen und Erklärungen nenne ich, ohne auf 
Vollständigkeit oder kritische Auswahl Anspruch zu machen, diejenigen von F. v. 
Schmöger (Grundriß d. christl. Zeit- u. Festrechn. [1854]. S. S0— 86), R. Martin (Comptes 
rendus de l’Acad. des sciences Paris, T. 41 [1855], p. 705—707), A. Ledieu (Ebenda, 
p- 707—713). A. Meyer (Blätter f. d. bayer. Gymnasialschulwesen, Bd. 4|1868], 5. 227— 231: 

Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 18 
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dieser Formel sind die von W. Knobloch (in seiner Schrift: Die wichtigsten 
Kalender der Gegenwart [1885], S. 54—61) gegebene und besonders Herrn 
Kinkelins Aufsatz in der Ztschr. f. Math. u. Phys., Bd. 15 (1870), S. 217—228 
(abgedruckt in den Verhandl. d. Naturf. Ges. Basel, Bd. 5 [3. Heft, 1871], 
S. 371—387)*); letztere Ableitung ist, etwas gekürzt und verändert, auch in 
R. Wolfs Handbuch der Astronomie (I[1880—81], S. 623—624) übergegangen. 
Daneben haben sich aber sehr zahlreiche Mathematiker auch selbständig 
mit dem Gegenstand beschäftigt, arithmetische Lösungen für die verschieden- 
sten chronologischen Aufgaben angegeben und speziell verschiedene ÖOster- 
formeln aufgestellt. Aus der älteren Zeit seien Delambres ausführliche Dar- 
stellung in der Histoire de l’Astronomie moderne, I (1821), p. 1—45, und 
der zitierte Aufsatz Pipers (a. a. O., S. 103—147) genannt, aus der späteren 
sind hervorzuheben die Osterformeln von F. Maercker (Arch. d. Math. u. 
Phvs., 1. Reihe, Bd. 48 [1868], S. 15—34), Ch. Zeller (nach drei früheren Ver- 
ölfentlichungen, darunter ım Bulletin de la Societe Mathem. de France, Bd. 11 
[1883], p. 60—61, erschienen die Formeln zuletzt mit Erläuterung in den 
Acta mathematica, Bd. 9 [1887], S. 133—136), E. B. Elliott ( Bulletin of the 
Philosophical Society, Washington, Bd. 6 [1884], p. 14—21), E. Lakenmacher 
(Astron. Nachr., Bd. 116 [1887], S. 335—328; vgl. Herrn Schrams interessante 
Herleitung dieser Formeln aus den Gaußschen, ebenda, S.373—378), P. Wolfskehl 
(Archiv d. Math. u. Phys., 3. Reihe, Bd. 4 [1903], S. 350), J. Bach (Die Oster- 
festberechnung [1907], S. 50—62) und zahlreiche andere, die sich sämtlich eng 
vgl. auch Progr. d. Studienanstalt Metten 1870/71, S. 35—38), @. Schubring (Ztschr. f. d. 
ges. Naturw., Bd. 38 [1871], S. 424—436), F. Goldscheider (Progr. Nr. 97 d. Luisenstädt. 
Realgymnas. Berlin [|1896]), #. Schram (Astron. Kal. f. 1900 Wien, S. 142—144), J. Bach 
(Theolog.-prakt. Quartalschrift Linz, Bd. 60 [1907], S. 563--571), A. Lindhagen (Arkiv 
för Matem., Astr. och Fysik, Bd. 5 [1909], Nr. 3); die Schriften von L. Feldt (De Gaussii 
formula paschali analytica commentatio, Braunsberg) und ©. Kaiser (Beiträge zur 
Zahlenlehre und Chronologie [Progr. d. Staatsobergymnas. Bielitz 1892]) sind mir leider 
nicht zu Gesicht gekommen. Vgl. auch den oben zitierten Aufsatz von F. Maercker. 

*) Doch scheint mir die Darlegung der chronologischen Voraussetzungen in 
diesem Aufsatz nicht überall einwandfrei zu sein: so wird z. B. auf S. 221 im letzten Ab- 
satz angegeben, der erste volle Monat jedes Jahres erhalte 30%, der zweite 29%, während 
dies tatsächlich in 19 Jahren nur zweimal (zu Beginn des 3. und 11. Jahres eines 
Zyklus) der Fall ist, und in den anderen Jahren das Verhältnis gerade umgekehrt ist; 
auch hat der 3. Monat nicht, wie behauptet wird, immer, sondern nur dann, wenn 


Ostern in den 4. Monat fällt (in den Jahren 3, 8, 11, 19 eines Zyklus), 30 Tage. Ebenso 
sind in den Angaben der Zeilen 2 bis 7 derselben Seite kleine Inkorrektheiten enthalten. 
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an die Gaußsche Formel anschließen und nur — freilich unter Aufgabe der 


dieser eigentümlichen Kürze und Übersichtlichkeit — Vereinfachungen für das 
Rechnen bewirken wollen, ganz besonders aber das vortreffliche, alle nur 
denkbaren Aufgaben in den wichtigeren Zeitrechnungen lösende Buch von 
W. Matzka: Die Chronologie in ihrem ganzen Umfange (1844)*). 

Nun haben aber meines Wissens alle, die sich mit der mathematischen 
Formulierung der Österregeln beschäftigt haben, bei der Berechnung der 
Ostergrenze**) den von Gauß betretenen Weg eingeschlagen, indem sie von 
der Tatsache ausgingen, daß in einem beliebigen Jahre stets (von der 
leicht auszuschaltenden Ausnahme im ersten Jahre jedes Mondzyklus abge- 
sehen) die Ostergrenze entweder um 11 Tage früher oder um 19 Tage 
später fällt als im vorhergehenden Jahre. Im Gegensatz hierzu soll im 
folgenden unter Außerachtlassung dieser Tatsache die Aufstellung einer 
demgemäß von den vorhandenen wesentlich verschiedenen Österformel ver- 
sucht werden in der Weise, daß das System der kirchlichen Mondzyklen, 
-jahre und -monate als eine für sich unabhängige Kalenderform betrachtet 
wird, und die Berechnung der Ostergrenze also nur als ein Spezialfall der Aufgabe 
erscheint, ein beliebiges Datum dieser Zeitrechnung ın das entsprechende des 
julianischen oder des gregorianıschen Kalenders zu verwandeln. Dabei wird 
man unschwer erkennen, daß der Grundgedanke bei der Bestimmung der 
Länge einer beliebigen Anzahl von Jahren der kirchlichen Zeitrechnung 
sich teilweise an den der Gaußschen von M. Hamburger***) vortrefflich 
analysierten Passahformel*) anlehnt; doch wird dadurch, daß von der 
Zahl der in einem beliebigen Zeitraum enthaltenen Schaltjahre ausgegangen 
wird und demgemäß die Jahreszahl den Koeffizienten 7 statt 12 erhält, 


*) Ein Nachtrag hierzu ist des nämlichen Verfassers Aufsatz: Zur christl. 
Zeitrechnung und für deren Verbesserung (Abh. d. böhm. Ges. d. Wiss., 6. Folge, Bd. 10 
[1881], math.-naturw. Klasse, Nr. 5). 

**) Die Bestimmung des Osterfestes setzt sich zusammen aus der Berechnung 
erstens der Ostergrenze und zweitens des Sonntags; dabei versteht man unter der 
Ostergrenze den 14. Tag desjenigen zyklisch zu bestimmenden Mondmonats, der am 
8. März oder zunächst nach diesem Tag seinen Anfang nimmt (vgl. auch H. Grotefends 
Zeitrechnung d. deutschen Mittelalters u. d. Neuzeit, 1 [1891], 5. 144 s. v. Ostergrenze). 

***) Dieses Journal, Bd. 116 (1896), 90—96. 

t) Monatl. Corresp. f. Erd- u. Himmelsk., Bd. 5 (1802), 435 —437 ; Gauß’ Werke, 
VI, 80-81. 

18* 
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eine für die praktische Verwendung nicht unwesentliche Vereinfachung gegen- 
über @auß erzielt, die auch auf die Gaußsche Passahformel selbst mit Vorteil 
angewendet werden kann*). Die Lösung der Aufgabe auf diesem Wege 
— vor allem für den gregorianischen Kalender — dürfte für den Mathe- 
matiker von Interesse sein; auch für die Chronologie wird sie sich vielleicht 
als fruchtbringend erweisen, insofern als sie die Gewinnung teils exakter, teils 
angenäherter Formeln für die direkte Osterberechnung in anderen auf dem 
synodischen Monat basierenden Zeitrechnungen (vor allem der jüdischen) 
ermöglicht oder erleichtert, wovon jedoch im folgenden nur eine einzige 
beschränkte Anwendung gemacht werden wird. — Der andere Teil der 
Österrechnung, die Bestimmung des Sonntags, wird sich, von einer kleinen, 
durch den ersten Teil bedingten Vereinfachung**) abgesehen, ganz an Gauß 
anschließen; doch wird man, wie ich hoffe, hier in der Einfachheit und 
Kürze des Weges, auf dem das Resultat erreicht wird, einen bescheidenen Fort- 
schritt gegenüber den bisherigen Ableitungen der Gaußschen Formel erblicken. 

Die kirchliche Vorschrift bestimmt, daß der erste Ostertag auf den 
Tag der Luna XV. fallen solle, wenn dieser selbst ein Sonntag sei, im 
anderen Falle auf den nächstfolgenden Sonntag; dabei ist zur Vereinfachung 
des weiteren der Tag, der auf den Tag der Ostergrenze (diese wird auch 
„Ostervollmond‘“, „Terminus paschalis“ oder „Luna XIV.‘“ genannt) un- 
mittelbar folgt, „Luna XV.“ (Luna quinta decima) genannt. Ferner möge 


im folgenden "| den (kleinsten positiven) Rest, der sich bei der Division 


= ergibt, und =] die ganze Zahl des Quotienten bezeichnen. 
q 


I. Bestimmung des julianischen Osterfestes. 

1. Die Luna XV. Über den Mondkalender, der der julianischen 
Österrechnung zugrunde liegt, sei folgendes bemerkt: In einem Zyklus 
von 19 Jahren sind 12 Gemeinjahre von 354 Tagen und 7 Schaltjahre von 
384 Tagen enthalten, nur das letzte Jahr jedes Zyklus wird hiergegen um 
einen Tag verkürzt; dazu kommt noch weiter der in jedem vierten julia- 


*) Es ist dann dort a zu berechnen als der Rest von st statt von a ” ' 
und der dritte Ausdruck (M-+m) geht über in die Form 
60,0204457 + 0,255 — 1,5542418 a —0,003177794 A. 
**) In Formel [4.] am Ende des Teiles I. hat ce den Koeffizienten 1, während 


der entsprechende Wert bei Gauß, d’, mit 6 zu multiplizieren ist. 
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nischen Jahre eintretende Schalttag, der auch dem betreffenden Mondjahre 
hinzugefügt wird. Nach diesen Bestimmungen sind in Z Zyklen mit n 
julianischen Schalttagen 19Z.354+7Z-30—Z+n Tage enthalten, die den 
19Z.365+n Tagen der entsprechenden julianischen Sonnenjahre gleich- 
kommen. 

Ein Mondzyklus beginnt in all den Jahren der christlichen Zeit- 
rechnung, deren Jahreszahlen durch 19 ohne Rest teilbar sind; am ein- 
fachsten geht man vom ‚Jahre 0 (dem historischen Jahre 1 v. Chr.) aus. 
Der Beginn der einzelnen Jahre wird meist in den Januar oder den vor- 
angehenden Dezember gesetzt; für die Berechnung ist es besser, sie mit 
der Luna XV. anfangen zu lassen. Dann sind, wie sich aus einer Prüfung 
des ‚„immerwährenden julianischen Kalenders‘‘*) unschwer ergibt, stets die 
Jahre 2, 5, 7, 10, 13, 16, 18 eines Zyklus Schaltjahre. Die Länge einer 
beliebigen Anzahl solcher Mondjahre, vom Beginn eines Zyklus an gezählt, 
läßt sich leicht berechnen. Geht man nämlich, vom Ende des 7. Jahres 
eines beliebigen Zyklus Z-+1 beginnend, um folgende 18 Intervalle von je 
8 Jahren zurück 

192-+7 bis 192+7—8+1, 192+7—8 bis 19247 —2-.8+1, 
...19Z+7—17:8 bis 192+7—18-8-+1, 


so sind in jedem dieser Intervalle 3 Schaltjahre enthalten, während in 
19Z Jahren stets 7Z Schaltjahre, in den 7 Jahren von 19Z-+1 bis 19Z+7 
aber 3 Schaltjahre vorkommen; 192+7—8a Jahre (a=0,1,...18) ent- 
halten somit stets 

7Z+3—3a Schaltjahre. 

Wenn nun A eine beliebige julianische Jahreszahl oder, was das 
nämliche ist, die Zahl der von der Luna XV. des Jahres 0 bis zu der 
des Jahres A verflossenen kirchlichen Mondjahre bezeichnet, ferner Z eine 
beliebige positive ganze Zahl (mit Einschluß der Null) darstellt, so läßt 
sich A stets und nur auf eine Weise auf die Form 

(1.) A=19Z+7—8a (a=0,1,...18) 
bringen. Es folgt nämlich 


*) Christ. Clavius: Romani Calendarii a Gregorio XIII. P. M. restituti expli- 
catio (Romae 1603), p. 108—111: abgedruckt auch in Z. Idelers Handb. der math. 
u. technischen Chronologie, II (1826), S. 194—196, F. J. Brockmanns System der Chrono- 
logie (1883), S. 111, Grotefends oben genanntem Werke, I, (10)—(11), u. v. a. Werken. 
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(2.) 74A+8=19(72+3—3a)-+a, 
woraus 
7A+8 
[8] a=| 19 | 


Ist a auf diese Weise eindeutig bestimmt, so ergibt Gleichung (1.) einen 
ebenfalls eindeutig bestimmten Wert von Z. 

Nun sind, wie gezeigt wurde, in 19Z+7—8a Jahren stets 72+3— 3a 
Schaltjahre, demnach unter Berücksichtigung von (1.) und (2.) in A Jahren 


7A+8—a 
(3.) 19 


Schaltjahre enthalten. Da aber die vollen in A Jahren enthaltenen Zyklen 
mit der entsprechenden Anzahl julianischer Jahre vollkommen überein- 
stimmen, so bedarf es nur der Bestimmung der Länge der im laufenden 
Zyklus verflossenen Jahre. Setzt man daher 

(4) 4A=192+M, (z=0,1,2,...;M=0,1,...18), 
wo offenbar z die Zahl der vollen verflossenen Zyklen, M die Zahl der 
im laufenden Zyklus verflossenen Jahre angibt, so läßt sich nach dieser 


Form für A der Ausdruck (3.) umformen in 


7M 8 a 
ar 





und da z Zyklen stets 72 Schaltjahre enthalten, so sind unter M Jahren 


7M 8 

ETC 
Die Zahl der in M Jahren enthaltenen Tage beträgt also, von den julia- 
nischen Schalttagen abgesehen, 


a . 
i5 Schaltjahre. 


210M ., 240 30a 
354 M + 9 77977" 


Andererseits enthalten M julianische Jahre, wobei hier ebenfalls 
die Schalttage ungezählt bleiben, 365 M Tage; M Mondjahre übertreffen 


demnach M julianische Jahre um 


240 30a M 
(5.) 15 719 +79 Tage. 
Nun wird die Luna XV. des Jahres 0 auf den 6. April oder den 
37. März gesetzt; das Märzdatum ZL der Luna XV. des Jahres A ist daher 


bestimmt durch die Gleichung 











_304+7—M 





(6.) L=50—c, wo c= 16 . 
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Da aber c stets eine ganze Zahl sein muß und M=0,1,...18, so läßt 
sich letztere Gleichung auch in folgender Weise schreiben: 





[2.] c=a+ E& : |; 


2. Der Ostertag. Zur Bestimmung der Entfernung zwischen Luna XV. 
und Östertag ist es nötig, zu wissen, welche Monatstage S im März des 
Jahres A Sonntage sind. Die Rechnung ergibt, daß im Jahre O0 der 
7. März ein Sonntag war; daher ist für dieses Jahr 


S=0 (mod. 7). 


[]-r 


dann sind vom März des Jahres 0 bis zum März des Jahres A offenbar P 


Es seı 


julianische Schalttage verflossen. Da nun ein julianisches Gemeinjahr 
52 Wochen und 1 Tag enthält, so vermindern sich die Werte von S zu- 
nächst durch jedes Jahr um einen, dann aber durch jeden Schalttag noch 
um einen weiteren Tag, so daß für das Jahr A 


S=—A-—JP. 
Setzt man 
A 

13.) b= [41 

und berücksichtigt, daß A—b=4P, so folgt 
S=64+._Äf 
4 

oder, da I und somit auch wa ganze Zahlen sind, 

(7.) S=44A+2b (mod. 7). 


Bezeichnet man endlich die Zahl der Tage, um die der Östertag 
der Luna XV. nachfolgt, mit d, so ist 


d=S—L (mod.7), (d=0,1,...6) 


daher, wenn man die Werte aus (7.) und (6.) einsetzt, 


[4.] FE a 
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Ostern fällt dann auf März L+d oder März 50 +d-—.c. 
Die Zusammenstellung der Resultate gibt also folgende Regeln: 
Um das Datum des julianischen Osterfestes des Jahres A zu be- 
stimmen, bezeichne man 


den Rest der Division eich mit qa, 





19 
den Rest der Division ze mit b, 
? ‘ lla+7 
die Summe aus a und der ganzen Zahl des Quotienten Ye 


(ohne Rücksicht auf den Rest) mit c, 


den Rest der Division namen mit d. 


Dann fällt der Ostersonntag auf den (50-+d—c)-ten März oder, wenn 
50 -+d—c größer ist als 31, auf den (19+d—.c)-ten April. 

Beispiel: A=1582; a=5; b=2;c=5+3=8; d=4. Der Ostersonn- 
tag 1582 fiel auf den 15. April. 





H. Bestimmung des julianischen Osterfestes in der Zeitrechnung der 
Mohammedaner. 

Obgleich die Lösung dieser Aufgabe im wesentlichen nur in einer 
ziemlich losen Verbindung zweier Formeln, einer Osterformel und einer 
Formel zur Verwandlung christlicher Daten in mohammedanische, besteht 
und bestehen kann, dürfte die folgende Durchführung schon deswegen 
zweckmäßig sein, weil, was zunächst den letztgenannten Teil der Aufgabe 

betrifft, die angewandte Methode zur Verwandlung julianischer Daten in 
_ mohammedanische, die ich in etwas komplizierterer Form bereits im An- 
schluß an einen früheren Aufsatz*), aber ohne Ableitung, angegeben habe, 


*) Zischr. f. math. u. naturw. Unterr., Bd.39 (1908), 605—606. Die dort gegebenen 
Regeln sind gemäß der im weiteren entwickelten Methode in folgende, wesentlich ein- 
fachere Form zu bringen: Der N”-te Tag des christlichen Jahres A”, wobei N” das juli- 
anısche Datum ist und vom Beginn des März statt vom Beginn des Januar an gezählt wird, 
entspricht \dem T’'-ten Tag des mohammedanischen Jahres J’’, wenn man bezeichnet 


[2 


die Differenz A"—622 mit B”, den Rest der Division = mit a’, die ganze Zahl 


f 
nen en HEppT — 180 4.0”, den Rest dieser Division 


[2 


c 


des Quotienten 





mit ec", die Summe B’+C" mit J”, die ganze Zahl des Quotienten 30 mit T". 
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meines Wissens durchaus neu und den vorhandenen Methoden *) wesentlich 
überlegen ıst. In dem anderen Teil der Aufgabe, der Osteriormel, wird 
zur Bestimmung der Luna XV. der eben benutzte Weg eingeschlagen, weil 
sich auf diese Weise die äußerst einfache angenäherte Lösung der Aufgabe, 
die am Schluß angefügt ıst und dem praktischen Chronologen gute Dienste 
leisten dürfte, naturgemäß ergibt; sie ist wohl hinreichend durchsichtig, 
um keiner Ableitung zu bedürfen. Ferner wird die Bestimmung des 
Sonntags (mittels Formel [9.]) in der mohammedanischen, nicht wie oben 
in der christlichen Zeitrechnung vorgenommen, teils weil das Resultat an 
sich chronologisch und mathematisch von Interesse ist und zugleich teil- 
weise den Vorzug der Einfachheit besitzt (insofern als die Jahreszahl J 
ın Formel [9.] den Koeffizienten 1 statt 4 erhält), teils weil auf diesem 
Wege bei einer Anwendung auf das gregorianische Osterfest die Bestimmung 
der besonders zu berechnenden Gaußschen Konstante N völlig erspart bleibt. 

Hinsichtlich der mohammedanischen Zeitrechnung genügt es, vor- 


auszuschicken, daß die Länge des mittleren mohammedanischen Jahres 
11 
354 30 
liches Schaltjahr 355 Tage umfaßt, wobei der Schalttag am Ende des 
Jahres angefügt wird. 
1. Die Luna XV. Zur Bestimmung der Länge von A kirchlichen 
Mondjahren werde von der Länge der nämlichen Anzahl julianischer Jahre 


ausgegangen. Enthalten diese P Schalttage, so ist, wie oben gezeigt, 


r-[t]-4%. 6-14), 


und A julianische Jahre enthalten demnach 


1 
365 gig 1 b Tage. 


Tage beträgt, während ein bürgerliches Gemeinjahr 354, ein bürger- 


Bringt man A wieder auf Form (4.) 
A=192+M (M=0,1,...18), 
so stimmen 2 Mondzyklen mit 192 julianischen Jahren überein, während 
M Mondjahre nach (5.) die entsprechenden M julianischen Jahre über- 
treffen um 
13 —c Tage, 


*) Vgl. die Zusammenstellung in: $. B. Burnaby, Elements of the Jewish and 
Muhammadan Calendars (1901), p. 410—446. 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 19 
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wo c den Wert [2.] hat. Die Länge von A kirchlichen Mondjahren, von 
der Luna XV. des Jahres O0 an gerechnet, beträgt also 


13 + 365,25 A — 0,25b— c Tage. 


Die Länge von A mittleren mohammedanischen Jahren hingegen 


beträgt 354 nA Tage, und jene übertrifft diese demnach um 


1 
30 
Rechnet man die mohammedanische Zeitrechnung entsprechend zu- 
rück, so ist das Datum der Luna XV. des christlichen Jahres 0 im mitt- 


390 + 326,5 A—7,5b—30c) Tage. 


leren mohammedanischen Jahre — 641 bestimmt durch den Wert 21820%); 
fügt man dies im obigen Ausdruck ein und addiert noch en), so ist das 


Datum der Luna XV. des christlichen Jahres A im mittleren mohamme- 
danischen Jahr A— 641 


0 (6957 + 326,5 47,5 — 300). 


Dieser Ausdruck wächst aber, da das mohammedanische Jahr im Gegen- 
satz zu dem julianischen und kirchlichen ein freies Mondjahr ist, allmählich 
zu der Größe eines und mehrerer mohammedanischer Jahre an, so daß 
dann die Luna XV. des christlichen Jahres A nicht mehr in das moham- 
medanische Jahr A—641 fällt. Bezeichnet E die Anzahl der mittleren 
mohammedanischen Jahre, deren Länge der Wert des obigen Ausdrucks 
übersteigt, so fällt die gesuchte Luna XV. ın das Jahr 
[5.] J= A+E-—641; 
dabei ist E, da die Länge des mittleren mohammedanischen Jahres 


= > Tage beträgt, die ganze Zahl des Quotienten , 


[6.] 6957 + 326,5 4— 7,5300 
10631 


*) Ich nehme in Rücksicht auf die Üblichkeit im bürgerlichen Gebrauche den 
16. Juli 622 n. Chr. als Epoche der mohammedanischen Zeitrechnung (vgl. F. K. 
@nzels Handb. d. math. u. techn. Chronologie, I [1906], 259) und im weiteren das 
16. Jahr eines dreißigjährigen Zyklus als Schaltjahr an (ebenda, 255). 

**, Der Fehler, der durch diese für die Einfachheit der Rechnung zweckmäßige 
Addition entsteht, wird weiter unten berücksichtigt und ausgeglichen werden. 
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während der 30. Teil des mit e zu bezeichnenden Restes dieser Division 
das Datum der Luna XV. im mittleren Jahre J angibt. 

Um indes das entsprechende Datum / im bürgerlichen Jahre, das 
naturgemäß stets durch eine ganze Zahl ausgedrückt ist, zu bestimmen, 
ist zum Datum im mittleren Jahre noch der Überschuß u (in Tagen) des 
mittleren Jahres über das bürgerliche zu Beginn des Jahres J zu addieren. 
14 13 15 


PT Eee" Dh 0, ..; 30? da nun oben bereits 


der Wert e addiert worden ist, so ist 


u hat stets einen der Werte — 


30 
En | 
(8.) = 30 ’ 
wo 
(9.) g=15—30u=29,28,...0; 
weil ferner f stets ganzzahlig ist, läßt sich statt (8.) schreiben: 
e 
[7] i-[3|, 
und es ist somit 
e 
18. = |zol 


2. Der Ostertag. Es ist hier wieder zunächst nötig, zu wissen, welche 
Tage T im Jahre J Sonntage sind. Für das Jahr 1 der mohammedanischen 
Zeitrechnung, das mit einem Freitag begann, ist 

T=3 (mod. 7). 
Mohammedanische Gemeinjahre umfassen 50 Wochen und 4 Tage, Schalt- 
jahre um 1 Tag mehr; nach einem Gemeinjahr sind daher die Werte von 
T um 4, nach einem Schaltjahre um 5 Einheiten kleiner als im vorher- 
gehenden Jahr. Bezeichnet # die Zahl der bis zum Beginn des Jahres J 
verflossenen Gemeinjahre, & die der Schaltjahre, so ist demnach für das 
Jahr J 
T=3—4x—5: 
hieraus folgt, da z+e=J—1, 
(10.) T=2+2z+2.+J (mod. 7). 


Da ein mohammedanisches Gemeinjahr um eines Tages kürzer, 


30 
d 


ein Schaltjahr um = länger ist als ein mittleres Jahr, so ergibt sich aus 
19° 
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Gleichung (9.), in der den Überschuß des mittleren Jahres über das bürger- 
liche zu Beginn des Jahres J bezeichnet hat, daß g nach einem Gemein- 
jahr um 11 kleiner, nach einem Schaltjahr um 19 größer ist als im vorher- 
gehenden Jahre; da nun bei Beginn der mohammedanischen Zeitrechnung 
uw=0, somit der entsprechende Wert von g=15 war, so ist für das Jahr J 


(11.) g=15—112+19e, 

39+4=27+e (mod. 7). 
Setzt man diesen Wert in (10.) ein, so erhält man 

T=J+39+6 (mod. 7); 
diese Kongruenz stellt zugleich eine einfache, meines Wissens nicht bekannte 
Formel zur Auffindung der Sonntage eines mohammedanischen Jahres dar*), 
wenn man g= en 

Bezeichnet schließlich A die Zahl der Tage, um die der Östertag 

der Luna XV. nachfolgt, so ist 


| setzt, ein Wert, der sich aus (11.) unschwer ergibt. 


h=T—f (mod. 7), 


somit, da h=0,1,...6, 


1. 1 [7430301481 


Hat man so die Werte von a,b,c nach der im Teile I. des vor- 
liegenden Aufsatzes gegebenen Osterformel und diejenigen von E,e,J,f,g.h 
mit Hilfe der [6.], [5.],[7.],[8.], [9.] numerierten Ausdrücke und Gleichungen 
bestimmt, so fällt der Ostersonntag des Jahres A auf den (f+h)-ten Tag des 
Jahres J der mohammedanischen Zeitrechnung. Dabei .st J ein Schaltjahr, 
wenn g<Z11, sonst ein (Gremeinyahr. 

Für die Verwandlung der Tage in Monate und die eines 354 über- 
steigenden Wertes von f+h (solche Werte werden erst vom vierten christ- 
lıchen Jahrtausend an einige Zeit hindurch und auch dann nur selten vor- 
kommen) in ein Jahr und Tage verweise ich auf die diesbezüglichen Bemer- 
‚ kungen in meinem obengenannten Aufsatze**). 


*) Noch etwas kürzer gestaltet sich diese Rechnung unter Benutzung der Formel 
T=J+4i+2 (mod. 7), 
ME. hin 
kü 30 I 


**, A.a.0., S. 604—605: an Stelle des dort vorkommenden Wertes 5b ist 
29—g zu setzen. 
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Eine einfache Probe auf die ungefähre Richtigkeit des Resultates 
kann man folgendermaßen anstellen. Man setze 


dann fällt das gesuchte Osterfest in die zweite Hälfte des m-ten Monats (in 
späteren Jahrtausenden allmählich in den [m + 1]-ten Monat) des Jahres J. 

Beispiel: A =2222; a=1;b=2; c=1; E=68; e= 9487; J = 1649; 
{=316; 9=7; h=2; — s=826; J=1649; m=-11. Das julianische Oster- 
iest 2222 entspricht dem 318. Tag (dem 23. Tag des 11. Monats) des Jahres 
1649 der mohammedanischen Zeitrechnung. 


III. Bestimmung des gregorianischen Osterfestes. 
Wesentlich komplizierter als der Weg, der oben zur Gewinnung der 


julianischen Osterformel eingeschlagen wurde, ist derjenige, der zu ent- 
sprechenden Regeln für das gregorianische Osterfest führt; es gilt dabei 
vor allem, die Bestimmung der Länge einer beliebigen Anzahl von Mond- 
jahren, statt wie oben unter Annahme eines bestimmten Einschaltungs- 
modus im neunzehnjährigen Zyklus, für 19 verschiedene Arten der Ein- 
schaltung allgemein durchzuführen, wobei ferner nicht von einer Testen 
Epoche (wie oben vom 6. April des Jahres 0), sondern von 30 möglichen, 
in zwei Gruppen zusammenzufassenden Epochen auszugehen ist. Trotzdem 
ist das Resultat, dessen Ableitung ich mir für eine spätere Gelegenheit vorzu- 
behalten erlaube, sehr einfach; es lautet folgendermaßen: 

Um das Datum des gregorianischen Osterfestes des Jahres A zu be- 
stimmen, bezeichne man 

die Summe A+K-+1 mit B, den Rest der Division 12B:19 mit a, 

den Rest der Division A:4 mit b, die Summe aus a und der ganzen 

Zahl des Quotienten a 

den Rest der Division (44 +2b+6c+N):7 mi d. 
Dann fällt der Ostersonntag, von den im folgenden angegebenen Ausnahmen 
abgesehen, auf den (22+c-+.d)-ten März oder, wenn c-+d größer ıst als 
9, auf den (c+d—9)-ten April. 


(ohne Rücksicht auf den Rest) mit c, 
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Dabei sind die Werte von K und N (N ist der nämliche Wert 
wie der bei @auß mit N bezeichnete) stets für ein oder mehrere Jahr- 
hunderte konstant, und zwar ist 3 


von 1583 von 1700 von 1800 von 1900 von 2100 

bis 1699 bis 1799 bis 1899 bis 2099 bis 2199 
KK 16 5 5 24 24 
N= 2 3 4 5 6 


von 2200 von 2300 von 2400 von 2500 von 2600 
bıs 2299 bıs 2399 bis 2499 bis 2599 bis 2699 
A= 13 2 13 2 21 2 
N= 0 1 1 2 3. £ 





Allgemein ist, wenn die in A enthaltene Säkularzahl (d. i. A unter Ab- 


streichung der ersten zwei Ziffern von rechts) mit k, und wie bei @auß 


13+8% i q i . 
Fu mit p, = mit g bezeichnet ist, 
209 .,.g 4 7 


K- Pe + - ME ur En =] | 





Zugleich gelten die beiden von G@auß bezeichneten Ausnahmefälle, die in 
zwei von den Ordnern des gregorianischen Kalenders gemachten willkür- 
lichen, das System durchbrechenden Festsetzungen ihren Grund haben: 
Gibt nämlich die Rechnung als Ostertag den 26. April, so ist dafür stets 
der 19. April zu nehmen; gibt die Rechnung den 25. April und ist zu- 
gleich K>21 und c=28, so ist der 18. April zu nehmen. Beide Aus- 
nahmen kommen nur äußerst selten vor, die erste in den Jahren 1609, 
1981, 2076, 2133, 2201, 2296, 2448 usw., die zweite in den Jahren 1954, 
2049, 2106, 3165 usw.! h 

Beispiel: A=1911; K=24; N=5; B=1936; a=14; b=3; c= i 
14+9=23; d=2. Der gregorianische Ostersonntag wird auf den 16. April 





fallen. 

Selbstverständlich gilt diese Formel auch für den Spezialfall des 
julianischen Osterfestes und zwar dann ohne Ausnahme; hierbei ist immer 
K=3 und N=6 zu setzen. 
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Uber eine Anwendung der Theorie der simultanen 
linearen Differentialgleichungen auf partielle 
Differentialgleichungen. 


Von Herrn L. W. Thome in Greifswald. 


Die Jacobi-Hamiltonsche Methode der Integration partieller Difieren- 
tialgleichungen erster Ordnung kommt in dieser Arbeit in Betracht. Wenn 
die hierbei auftretenden simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen 
lineare mit analytischen Funktionen als Koeffizienten sind, so gestattet 
die Theorie dieser Differentialgleichungen die verlangten Operationen voll- 
ständig durchzuführen. Im folgenden soll das bezügliche Verfahren an- 
gegeben werden, wobei von den Jacobischen Arbeiten der Text aus der 
„Dynamik“ S. 364, 365 (Gesammelte Werke Bd. V S. 282, 283, 284) zu- 
grunde gelegt wird. Die Jacobi-Hamiltonsche Theorie enthält einen Aus- 
nahmefall, welchen A. Mayer in Bd. 3 der Mathematischen Annalen, S. 440 
bis 443 durch eine Modifikation dieser Theorie unter Wahrung der ur- 
sprünglichen simultanen gewöhnlichen Difierentialgleichungen beseitigt hat. 
Dieses Verfahren von Mayer wird daher hier gleichfalls aufgenommen. 


l. 
Es seı 
(1.) f(t, q1> 92» ++ Im» Pı» Pas ++ Pn) 
ein ganzer rationaler Ausdruck der Variablen 9,g nicht höheren als zweiten 
Grades. Die Koeffizienten in demselben seien analvtische Funktionen von 
t, die in einem einfach zusammenhängenden Bereiche 7, welcher einen 
fixierten Punkt, für den {=0 genommen werden kann, enthält, einwertig 
und stetig sind. Nun handelt es sich darum, eine Funktion W zu kon- 
struieren, welche von t,0,,9,...9Q„. als Variablen abhängt, m willkür- 
liche Konstanten enthält und die partielle Differentialgleichung 
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oW oW oW oW 
) ee un ae 
(2.) tr 9: Ga: +++ Am; on 9%’ gm 
erfüllt, wobei in dem in (1.) angegebenen f 2 an Stelle von p, gesetzt ist. 
Zu dem Zweck werden folgende simultane gewöhnliche Differen- 
tialgleichungen angesetzt: 
an_d da __ 
dt op” dt og 
Bi RBB. 
(3.) ıd 0% di dq’ 
in _ OT Am__ 
DE Er u 7 





Diese sind also hier lineare homogene oder nicht homogene Differential- 
gleichungen. Es kommt nun der Grundsatz in Anwendung: Wenn in 
dem Bereiche 7 die Koeffizienten des Systems (3.) einwertige und stetige 
analytische Funktionen. von ? sind, so gibt es eine und nur eine Lösung 
dieses Systems, bei welcher die Variablen p,g in demselben Bereiche von 
t einwertige und stetige analytische Funktionen sind und in dem Punkte 
t=0 vorgeschriebene Werte annehmen. Zunächst wird eine solche Lösung 


von (3.) genommen 


(4.) J10> 920» +++ Imo» Pıo> P2o» +++ Po» 
bei welcher der Aniangswert in {=0 von den sämtlichen Variablen q und 
p gleich Null ist. Sind die Differentialgleichungen (3.) homogen, so werden 
die Größen (4.) gleich Null. Sodann werden in dem System (3.) die- 
jenigen Teile, welche die Variablen p,g nicht enthalten, weggelassen, so 
daß das System der zu (3.) gehörigen simultanen homogenen linearen 
Diiferentialgleichungen auftritt (welches auch das ursprüngliche sein kann). 
Von diesem System werden dann 2m Lösungen 


(5.) ee Das 6 (r=1,...2m) 
mit folgenden Anfangswerten genommen. Bei r=1,...m sei der Anfangs- 
wert von g,, gleich 1, von allen anderen q und » gleich Null. Bei r= 
m+o (e=1,...m) sei der Anfangswert von p, „+, gleich 1, von allen anderen 
q und p gleich Null. Es seien nun 


(6.) E53 Co er. Om» Di, da, ... D., 
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willkürliche Konstanten. Dann wird folgende Lösung g, bis g„, p, bis 
p,„ von (3.) aufgestellt: 


a Qi 6ı dur C2dı2 r BER > C„Yımt b, G1,m+1 + von un b,, 91,2m ’ 
(7.) - 92 Q2o+ C1 9aıt E22 + "+ CnQomt Br la,mzıt "+ dm ge,om » 


Im Zuons Imo + C, ne Ca Im2 + Be + Cn Gm r b, Im, m+1 + — r b,, Im,2m ’ 
(Pı= Pro t CıPııt CoPıat "Ft CuPımt b, Pımıt ++ b, Pı,2 > 
(8.) Pa Pan + Cı Paı + Ca un. *+C,Pomt ” Pam+ıt + b,, Pa, 2m » 





Pa Po we C, Pi Mr Ca ePm2t Ber .+ Cn Pam Tr + ii Pn, m+1 4 RE + FR P, 2m ® 


Diese Lösung ist so beschaffen, daß für £=0 g,=c,, 9,=b,(r=1,...m) wird. 
Das Gleichungssystem (7.) soll nach den b auflösbar sein. Zu dem 
Zwecke wird vorausgesetzt, daß die Determinante 


| I1,m+1 ... 91 ,2m | 


(9.) D= Aemtı + Po,0m 


| Oun,m+1 ... In, 2m | 
nicht identisch verschwindet. Diese Bedingung ist jedenfalls dann erfüllt, 
wenn die Determinante 


| d 4, m+1 d gı ‚2m 


“a. = 
(10.) 


| d Im,m +1 d Im, 2m | 
I dt dt | 


für £=0 nicht verschwindet, da die qg in (9.) für {=0 verschwinden. Die 


d dq, 4 
Größen mtr mw gehen aus den Gleichungen der ersten 


Fra dt 
WERE 6 ef 
Vertikalzeile in (3.) hervor, wenn in mer 
op, OPm 


die übrigen p gleich Null gesetzt werden. Demnach ist die in bezug auf 


die q gleich Null, p,=1, 


die Determinante (10.) angegebene Bedingung zum Beispiel erfüllt, wenn 

die p in f (1.) nur in einer quadratischen Form von m Variablen vor- 

kommen, deren Diskriminante für {=0 nicht verschwindet. Wenn aber 

die » in f (1.) nur linear vorkommen, so enthalten die in der ersten 

Vertikalzeile in (3.) stehenden Gleichungen die p nicht, die Vertikalzeilen 

in (9.) werden einander gleich, und die Determinante (9.) verschwindet. 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 20 
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Dieser Fall, daß die p in /(1.) nur linear vorkommen, wird daher aus- 
geschlossen. Durch eine Modifikation des weiteren Verfahrens, wobei die 
Differentialgleichungen (3.) gewahrt bleiben und die Funktionaldeterminante 
der Ableitungen der g nach den 5b (hier die Determinante (9.)) nicht 
gebraucht wird, hat A. Mayer im dritten Bande der Mathematischen 
Annalen nach Besprechung des durch das Verschwinden jener Funktional- 
determinante bewirkten Ausnahmefalles S. 440 bis 443 eine Theorie auf- 
gestellt, welche allgemein gilt; darüber in Nr. 4 der vorliegenden Abhandlung. 

Zur Auflösung des Gleichungssystems (7.) nach den b werde der 
Ausdruck in (7.) 

(11.) Int C1 91 t%gat°+Cngm=S, 

gesetzt. Nun ergibt sich für b, der Ausdruck 


(12.) y — rlH—dr)+ al 82) +++ gm (Im — Sm) ER 
h . o ja D . s—l,... 


wo die « und D in dem Gebiete 7 einwertige und stetige analytische 


Funktionen sind, die Quotienten 7 für {=0 im allgemeinen unendlich 


in endlicher Ordnung werden. Die Variable ? sei auf einer Strecke des 
Reellen in 7 bei t=0, welche den Nullpunkt nicht enthält und wo D 
nicht verschwindet, genommen. Ebenso sollen die m Werte c und die 
m Werte g in (12.) unabhängig voneinander sich auf Strecken des Reellen 
in T bewegen. Dann sind durch (12.) die zugehörigen Werte b bestimmt, 
so daß umgekehrt für dıe zusammengehörigen Werte die Gleichungen (7.) 
erfüllt sind. 
Jetzt wird weiter der Ausdruck 


I: EU. SERRNSIIREENG..: SER 
(13.) Pı op, i Pa OP; | | Phn ÖPm ! 


in Betracht gezogen. In diesen Ausdruck seien für die g und p die Funkti- 
onen (7.), (8.) eingetragen, wodurch derselbe eine Funktion von t#, c, b 
wird: 
(14.) F(t,c,b), 
und zwar ist F ein ganzer rationaler Ausdruck der Konstanten c und b 
(von nicht höherem als zweitem Grade) mit Koeffizienten, welche in dem 
Gebiete T einwertige und stetige analytische Funktionen von ? sind. 
Nun wird das Integral 
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(15.) f Fit,e,b)dt- Vit,c,b) 
0 


aufgestellt. Hier ist V(t,c,b) ein ganzer rationaler Ausdruck der Kon- 
stanten c,b, in bezug auf diese von derselben Form wie F(t,c,b) (14.), 
mit Koeffizienten, welche in dem Gebiete T einwertige und stetige ana- 
Iytische Funktionen sind. In den Ausdruck (15.) V (t,c,b) werden dann 
für die Konstanten b die Ausdrücke (12.) eingesetzt. Der so erhaltene 
Ausdruck sei durch 


(16.) W(b,Qas dar Gar Cr are u) 


bezeichnet. W ist ein ganzer rationaler Ausdruck der g und c (von nicht 
höherem als zweitem Grade) mit von t abhängenden Koeffizienten, welche 
unter der Form von Quotienten auftreten, in denen Zähler und Nenner 
in dem Bereiche T einwertige und stetige analytische Funktionen sind, und 
zwar ist der gemeinschaftliche Nenner D*., 

Von der Funktion W (16.) soll gezeigt werden, daß dieselbe die 
partielle Differentialgleichung (2.) erfüllt. Es genügt dies nachzuweisen, 
wenn sich die Größen t,g,c unabhängig voneinander auf den oben (nach 
(12.)) angegebenen Strecken des Reellen bewegen. Aus der analytischen 
Fortsetzung folgt dann unmittelbar, daß die Gleichung (2.) erfüllt bleibt, 
wenn die g,c beliebige Werte annehmen und ? beliebig in dem Gebiete 7T 
sich bewegt. 

Wenn in W(16.) für die qg die Ausdrücke (7.) eingesetzt werden, 
so erhält man nur unter anderer Form wieder V (15.). 


2. 


I. Es wird das Integral Nr. 1 (15.) behandelt. Die Variable i soll im 
Bereiche 7 auf der Ächse des Reellen sich von Null bis zu einem fixierten 
Endwerte bewegen. Die Variable £ und die Größen e und 5 sollen in 
den in Nr. 1 bei (12.) angegebenen Gebieten liegen. Dann wird für ce und b 


(1.) e+:de, b+e.lb 


gesetzt, wo & eine Variable ist, die um Null variiert, die Variationen de, 
db beliebige Konstanten sind. Die Variation des Integrales Nr. 1 (15.), wo 
F(t,c,b) den Ausdruck Nr. 1 (13.) hat, 


20* 
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(2.) ö/ Fit,e,b) dt-0V(t,c,b) 
0 


geht aus der Entwicklung von F nach Potenzen von & hervor und stellt 
sich ın folgender Weise dar: 








; Ö 
{2,022 +73 d of es +2 Ö- f 
3 ' OP, OP, O Pr d 
( .) f n f # 
— 1. Ba 
Oqı 1 0 1» Ö Gm Im 
Dies ist gemäß den Gleichungen Nr. 1 (3.) 
| 6 ö öqn 
s Pı Ze +P: = re a, Fi 
(4.) fi 1 1 rn dt. 
de ar al er En 








Demnach ergibt sich für e=0 


(5.) IV (t,e,b) =pıdgı + Ps lg: +++ Pin I Gm 
—b,dc,—b,00,— ++ —b,0C,. 


Bei fixiertem Werte £ sind die de voneinander unabhängig. Werden auch 
die Ö' g untereinander und von den dc unabhängig angenommen, so folgen 
aus Nr.1 (12.), wenn in S, Nr.1 (11.) q,, weggelassen wird und in Nr.1 (12.) 
an Stelle der g und ce die dgq und de treten, die zugehörigen Werte der 
0b. Nun wird bei demselben fixierten Werte tan Stelle von V Nr. 1 (15.) 
die Funktion W Nr. 1 (16.) genommen, in welcher für die g die Ausdrücke 
Nr. 1 (7.) gesetzt sind, wodurch dieselbe gleich V wird. Die Variation von 
W liefert 


oW oW. oW „ 
(6.) ıW=7,04 u le Ö gm Ögqy 
oW oW. oW 
— 3,0% 2 de, Ö Ca —- ... -1- Frakkls 
Aus (5.) und (6.) folgt für e=0 
er ZA 
. e om. Pı> O4, P:; En Ogm Pnn- 
oW oW oW 
(8.) u: 15 rege. RD RT 


Diese Gleichungen, von denen hier die Gleichungen (7.) weiter in Betracht 
kommen, gelten also auf Strecken des Reellen (s. Nr. 1 nach (12.)) für Werte t 
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(wo die Strecke für 2 den Punkt i{=0 nicht enthält), für Werte c und für 
Werte g unabhängig voneinander; für die qg und » sind dabei die Aus- 
drücke Nr. 1 (7.), (8.) einzusetzen, wobei die b durch Nr. 1 (12.) bestimmt sind. 

II. In V(t,c,b) Nr. 1 (15.) sind £ und die c auf den vorhin ange- 
gebenen Strecken genommen und die b so, daß t, die c und g auf den 
angegebenen Strecken unabhängig voneinander bleiben. Der Differential- 


quotient von V nach t ıst 


JE | | of 
ri a Pan, Fee 5 


Es ist V(t,c,b)=W(t,g,c), wenn in W die g durch Nr. 1 (7.) ausgedrückt 
sind. Daher ist auf derselben Strecke von { 


daV dW 
(10.) Rei 
dt dt 
Ferner ist 
(1 dAW oW | Ö W da, ” in oW dgqn 
) dt ot q Au a Ze 


Dies wird mit Berücksichtigung von Nr. 1 (3.) 


a aw_ow, owöt,,ow a 
i dt a | 4, 0p, | TS qm IPm ” 
Aus (7.) und (9.) folgt 
dv oW of oW öf au 

an ad rl Ta) 
Nunmehr ergibt sich aus (10.), (12.) und (13.) 

| oW. | W sW 

(14.) Er +1,91. m; TR RARE 7 hu 


auf den für die Variablen t, qg und die Konstanten c angenommenen 
Strecken, wobei diese Werte unabhängig voneinander sind. Durch die 
analytische Fortsetzung folgt, daß die Gleichung (14.) für beliebige Werte 
q und ce und für die Werte £ in dem Bereiche 7 erfüllt ist. 


3. 

In bezug auf Herstellung und Berechnung der Funktion W(t, q,,...Qn; 
C15...C„) Nr. 1(16.) wird folgendes angegeben. Die Funktion W ist aus 
dem Ausdruck V(t,c,b) Nr. 1 (15.) hervorgegangen, nachdem in letzterem 
Ausdruck für die 5 die Ausdrücke Nr. 1 (12.) gesetzt waren. Es kommt zur 
Herstellung von W alles zurück auf Herstellung der Lösungen Nr. 1 (4.), (5.) 
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der simultanen linearen Differentialgleichungen Nr. 1 (3.) und der zugehörigen 
homogenen simultanen Differentialgleichungen. Solange die Koeffizienten 
in Nr. 1(1.) sich in einem Streifen über der Konstruktionsebene der kom- 
plexen Variablen it als einwertige und stetige analytische Funktionen von t 
fortsetzen lassen, wobei Punkte oder Gebiete umgangen werden können 
und, wenn ein solcher Streifen über ein bereits früher betretenes Gebiet 
ın neuem Blatt sich hinüberzieht, andere Funktionswerte auftreten können, 
lassen sich auch die Lösungen Nr. 1 (4.), (5.) als in diesem ein- oder mehr- 
blättrigen Streifen einwertige und stetige analytische Funktionen fortsetzen. 
Der Ausdruck dieser Fortsetzung geschieht sukzessive durch Anwendung von 
Potenzreihen mit positiven ganzzahligen Exponenten bei einem Punkte 2,. 
Diese nach Potenzen von t—t, fortschreitenden Reihen haben in bezug auf 
die Anfangswerte in t, die Beschaffenheit, wie die Reihen für die Lösungen 
Nr. 1(4.), (5.) bei dem Punkte {=0. Alsdann treten Ausdrücke wie Nr. 1 
(7.), (8.) auf, bei denen die Konstanten ce und b die bereits erlangten Dar- 
stellungen der Lösungen in dem Punkte t, sind. Durch sukzessive An- 
werdung von solchen Potenzreihen werden also die Lösungen Nr. 1 (4.), (5.) 
hergestellt. Aus diesen gehen die Ausdrücke für die g und p Nr. 1 (7.), (8.) 
hervor, alsdann hieraus die Ausdrücke für die 5 Nr. 1 (12.), ferner die von 
t abhängenden Koeffizienten in F(t,c,b) Nr. 1(14.). Die Ausführung der 
Integration nach £ in Nr. 1 (15.), wodurch V(t,c,b) hervorgeht, geschieht 
dann ebenfalls an den für die Koeffizienten in #(t,c,b) auftretenden Potenz- 
reihen. Auf diese Weise wird also schließlich die Funktion W Nr. 1 (16.) 
hergestellt. — 

Die Wertberechnung dieser Potenzreihen mit vorgeschriebener An- 
näherung geschieht nach den Angaben in Abh. Bd. 96 Nr. 18 dieses Journals. 
Hierzu ist erforderlich, eine positive Größe zu ermitteln gleich oder größer 
als der Modul der Potenzreihe in einem Gebiete innerhalb des Kreises, 
in welchem die Reihe konvergiert. Dies geschieht hier auf folgende Weise. 
Ein System von A simultanen homogenen oder nichthomogenen linearen 
Difierentialgleichungen 





d 

— =Io +l.1Sı + ls 82 + ugs +, 5, ’ 
(1.) !o . 

ds; 

a het las + last + has) 
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liege vor, dessen Koeffizienten ! in dem Kreise um den Punkt t, als Mittel- 
punkt mit dem Radius R einwertige und stetige analytische Funktionen 
sind. Die s, sollen in it, die Anfangswerte s, erhalten. Es wird i—4,=z, 
s,—8’=s, gesetzt. Hierdurch gehe das System hervor 


ds _ vyıyon vu 
| - lu trlst tus, 
(2.) S 
AS) ’ A 1 
% otlusit-+ lusi- 





14 


e 
Cauchysche Verfahren angewandt. Für die s; (7=1,...2) gehen eindeutig Ent- 


wicklungen der Form BEN) z" hervor. An Stelle der /” tritt eine Entwicklung 
1 


„(1— =) : wo g eine positive Größe gleich oder größer als der Modul 


Nun wird, um die Lösung s/ (o=1,...i) zu untersuchen, das bekannte 


aller /” auf einem Kreise um z=0 als Mittelpunkt mit dem Radius R’<{R. 
Dann wird für die A linear vorkommenden Variablen s’ eine Variable u gesetzt 


„ ı—1 
und jetzt noch für die Z,, (g=1,...4) Ag(1—,) . An Stelle der 4 Glei- 
chungen (2.) trıtt dann die eine 
du  Ag(u+1) 
(3.) de ARE. 


R 
Aus dieser erfolgt 


(4.) u-+l enter (1), log 1=0. 


Aus der Entwicklung des Ausdruckes (4.) ergibt sich sofort die 
unbedingte Konvergenz der ursprünglichen Entwicklungen der s (1.) inner- 
halb des ganzen Kreises um ti, mit dem Radius R. Und der Ausdruck 
(4.) liefert den gesuchten Wert größer als der Modul der s’ in einem Kreise 
mit dem Radius R’<R’. Da eine einzelne lineare Differentialgleichung 
beliebiger Ordnung durch ein System (1.) ersetzt werden kann, so enthalten 
die Formeln (3.), (4.) zugleich einen Beweis für den allgemeınen Grundsatz 
in der Theorie der linearen Differentialgleichungen. — 

Wenn in f(t,g,p) Nr. 1 (1.) die Koeffizienten konstant in bezug 
auf i sind, so wird das System simultaner linearer Differentialgleichungen 
Nr. 1 (3.) ein solches mit konstanten Koeffizienten. Durch Zurückführung 
der Integration dieses Systems auf diejenige einzelner homogener linearer 
Differentialgleichungen (vgl. die Abhandlung des Verfassers Bd. 134 dieses 
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Journals S. 155) kommt man auf solche einzelnen mit konstanten Koeffi- 
zienten. Alsdann ergibt sich ein Fundamentalsystem von Lösungen der 
aus den Differentialgleichungen Nr. 1 (3.) durch Weglassung der Teile, welche 
die abhängigen Variablen nicht enthalten, entstehenden homogenen Differen- 
tialgleichungen unter geschlossener Form. Die Determinante dieses Funda- 
mentalsystems verschwindet nicht in dem Punkte {=0. Vermittelst dieses 
Fundamentalsystems werden die Lösungen Nr. 1 (4.), (5.) gebildet. Die 
Lösungen Nr. 1 (7.), (8.) erscheinen in geschlossener Form, ebenso die 
Ausdrücke der 5 Nr. 1 (12.) und der Ausdruck von F(t,c,b) Nr. 1 (14.). 
Das Integral Nr. 1 (15.), welches V(t,c,b) ergibt, tritt in geschlossener 
Form auf, und nun erscheint auch die Funktion W Nr. 1 (16.) in ge- 
schlossener Form. Die Funktionen von ti, welche in W mit den g und c 
multipliziert sind, haben die Form von Quotienten, deren Zähler und 
Nenner, wenn die Konstanten in f(t,g,p) reell sind, sich als ganze ra- 
tionale Ausdrücke mit reellen Koeffizienten von Funktionen e“, sin Pt, 
cos yt,t” darstellen, wo die Konstanten «,f,y reell, die n positive ganze 


Zahlen sind. (Vgl. hierbei die Abh. d. Verf. Bd. 136 dieses Journals 8. 311.) 


. 4. 

Jetzt wird die in Nr. 1 erwähnte Abänderung der Jacobi-Hamilton- 
schen Theorie behandelt, welche A. Mayer im dritten Bande der Mathe- 
matischen Annalen S. 440 bis 443 angegeben hat. Dieselbe liefert ein 
allgemein gültiges Verfahren. 

Das Gleichungssystem Nr. 1 (7.) wird hier nicht nach den 5b, sondern 
nach den c aufgelöst. Die Determinante der Koeffizienten der ce ist nicht 
identisch Null, da dieselbe für {=0 gleich 1 ıst. Diese Determinante sei 
durch D’ bezeichnet und der Ausdruck in Nr. 1 (7.) 


(1.) Qt dr Qrmrı + + Om Qr,am 
durch 8). Dann erfolgt aus Nr. 1 (7.) durch Auflösen nach den c 
81) + Po2 (9,— 82) y ö r Pom (Im — Sn) 
D' b 
wo die #% und D’ in dem Bereiche T einwertige und stetige analytische 
Funktionen sind. Der Ausdruck Nr. 1 (13.), (14.) F(t,c,b) bleibt unver- 
ändert; ebenso das Integral Nr. 1 (15.) V(t,c,b). Weiter wird jetzt der 


(2.) = Bei (9ı 


Ausdruck 
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(3.) Vit,ce,b) +c,b, +03b;,++-+c,„b„=V’(t,c,b) 


aufgestellt. In V’(t,e,b) werden für die Konstanten e die Ausdrücke (2.) 
gesetzt. Die hierdurch hervorgehende Funktion sei durch 


(4.) Er er + 0) 


bezeichnet. W’ ist ein ganzer rationaler Ausdruck der qg und 5b (von 
nicht höherem als zweitem Grade) mit von i abhängenden Koeffizienten 
unter der Form von Quotienten, deren Zähler und Nenner in 7 einwertige 
und stetige analytische Funktionen sind, der gemeinschaftliche Nenner ist 
D”. Wenn ın W’ für die q wieder die Ausdrücke Nr. 1 (7.) gesetzt 
werden, so erhält man unter anderer Form wieder V’(t,c,b). Diese 
Funktion W’ ist jetzt diejenige, welche die partielle Differentialgleichung 
Nr. 1 (2.) an Stelle von W erfüllt. 

Zum Beweise kann auf die Funktionen V’ und W’ dasselbe Ver- 
fahren angewandt werden, welches in Nr. 2 bei V und W gebraucht worden 
ist. Man erhält entsprechend den Formeln Nr. 2 (5, 6) 


(5.) IV’=0V+F0(be) = Fpdg— Ebdc+ Zd(be)= F(pdg+edb), 


(6.) 9W=2°,, dg+ 2°, ob. 
Daraus folgt für r=1,...m 
oW' 
(7.) gr Fr» 
oW 
(8.) ei 
ob, 
Analog Nr. 2 II ergibt sich: 
A 
(9.) dt ap: 


(10.) d w FR >. R* „° W’ dq RA d W' zoW of 
dt ot og dt ot öq Op- 


Hieraus folgt mit Bezugnahme auf (7.) für W’(t,9,... 94; bı:...b,,) 


aw' oWw' oWw' 
at er Am Tak Er 


W’ ist für i=0 gleich 
(12.) bit gGaboat+ ++ Andy: 


Von A. Mayer ist, um die Gleichungen (7.), (8.) herzuleiten, ein an- 


(11.) 


deres Verfahren eingeschlagen worden. Derselbe differenziert den Ausdruck 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 2. 21 
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(3.) V’(t,c,b) partiell nach den ce und b, ebenso W’ (4.), worin die q 
durch die Ausdrücke Nr. 1 (7.) gegeben sind, und leitet hierdurch ein 
lineares Gleichungssystem her, welches die Determinante D’ zur Deter- 
minante der Koeffizienten hat. Aus diesem Gleichungssystem folgen dann 


die Gleichungen (7.) und (8.). 
Die in Nr. 3 zur Herstellung und Berechnung von W gegebene 


Diskussion gilt ebenso für W’. 
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Über das Verhalten der Integrale linearer Differenzen- 
und Differentialgleichungen für große Werte der 
Veränderlichen. 


Von Herrn J. Horn in Darmstadt. 


In der linearen Differenzengleichung 
(A) yla+m)+aHP,yle+m—1)+2"P,;y(e+m—2)++-- 
+." P 1 y(z+1)+2""P„y(z)=0 
sei k eine positive oder negative (micht notwendig ganze) Zahl einschließlich 
Null und 
P=a+t+S+.. (i=1,...m) 


. 1 ” 0 ’ 
eine Potenzreihe von =, welche für große Werte von |x) konvergiert, oder eine 


Funktion von x, welche für große reelle positive Werte von x durch die als 
divergent vorausgesetzte Potenzreihe asymptotisch dargestellt wird. Wenn die 
Wurzeln o,,...oa, der charakteristischen Gleichung 


a" + a"T+ er. +4, 10+a,=0 
voneinander und von Null verschieden sind, so wird die Gleichung (A) durch 


m Reihen 
S=(I(z+ 1))’ezze(ı+ = + 2 (i=1,...m) 


ee 


formell befriedigt. Die Differenzengleichung (A) besitzt m linear unabhängige 
Integrale Y,,...Y„, welche für große reelle positive Werte von x die asym- 
ptotischen Gleichungen 
Yo S; ((=1,...m) 
befriedigen. 
„. Den ausgesprochenen Satz habe ich früher*) unter der beschrän- 
kenden Voraussetzung bewiesen, daß auch die absoluten Beträge, der 


*) Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen (Math. Annalen, Bd. 53). 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft3. 22 
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m Wurzeln «&,,...c, der charakteristischen Gleichung verschieden sind. 
Ich habe mich dabei auf die Methode gestützt, welche Herr Powncare im 7. Bd. 
des American Journal benutzt hat, um zu zeigen, daß ım Falle k=0 


z=+® (2) 
im allgemeinen gleich «,, ausnahmsweise gleich einer der Größen «,,... «ist. 
“Neuere Arbeiten über das Verhalten der Integrale linearer Diffe- 
renzengleichungen für große Werte der Veränderlichen*) haben mich zu 
nochmaliger Beschäftigung mit dem Gegenstande verahlaßt. 

Im ersten Abschnitt der vorliegenden Abhandlung ($$ 1—5) beweise 
ich den /am Eingang ausgesprochenem\ Satz, ohne die absoluten Beträge 
von &,...@, als verschieden vorauszüsetzen, wie- dies durch meine frühere 
Beweismethöde bedingt war. Ich benutze jetzt eine Methode sukzessiver 
Annäherungen, die ‘sich bei der entsprechenden Untersuchung über lineare 
Differentialgleichungen**) als besonders zweckmäßig erwiesen hat. 

‚Während ich in den genannten Arbeiten über lineare Differential- 
gleichungen unter Zugrundelegung komplexer Werte der unabhängigen Ver- 
änderlichen mein Augenmerk auf das Verhalten der Integrale in der ganzen 
Umgebung der Stelle &= x richtete,\ kommen bei der Untersuchung der 
Integrale von Differenzengleichungen zunächst nur reelle, positive (oder, 
wenn man will, nur ganze positive) Werte der unabhängigen Veränder- 
lichen in Betracht. Will man die Integrale linearer Differentialgleichungen 
nur für große positive Werte der unabhängigen Veränderlichen untersuchen 


*) Ford, Sur les &quations lineaires aux differences finies (Annali di Matema- 
tica, Serie 3, Bd. 13). — Perron, Über lineare Differenzen- und Differentialgleichungen 
(Math. Annalen, Bd. 66). — Perron, Über einen Satz des Herrn Poincare (Dieses 
Journal, Bd. 136). — Galbrun, Sur la representation asymptotique des solutions d’une 
@quation linsaire aux differences finies pour les grandes valeurs de la variable (Comptes 
rendus de l’Acad. des Sciences. Paris, 5. April 1909). — Während der Ausarbeitung 
des vorliegenden Aufsatzes erschien: Ford, On the integration of the homogeneous 
linear difference equation of second order (Transactions of the Amer. Math. Soe., Bd. 10). 


**, Sur les int6grales irregulieres des @quations differentielles lineaires (Comptes 
rendus de l’Acad. des Sciences. Paris, 17. Jan. 1898). — Untersuchung der Integrale 
einer linearen Differentialgleichung in der Umgebung einer Unbestimmtheitsstelle ver- 
mittelst sukzessiver Annäherungen (Arch. d. Math., 3. Reihe, Bd. 4). — Über die asympto- 
tische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen (Dieses Journal, Bd. 133). 
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(während alle übrigen Größen komplex sein dürfen), so kann man, wie 
im zweiten Abschnitt ($$ 6—9) gezeigt wird, die im ersten Abschnitt für 
Differenzengleichungen dargestellte Methode auf Differentialgleichungen über- 
tragen. 

Man erhält so den folgenden Satz: 

Die lineare Differentialgleichung 


dny dm—1 N dn—2 } 
Y_ıgkp Y 12% P, Y 


(B) 


dar ' I dam! ui 
+ g(m—1k ER ni + uk Pr. Yy en 0, 
worin k eine ganze positiwe Zahl (einschließlich Null) und 
P,=@, E- 4 2 ... (i=1,...m) 


\ j Eu ’ 
eine (konvergente oder asymptotische) Potenzreihe von - ıst, wird, wenn die 


LE 
Wurzeln o,,... @, der charakteristischen Gleichung 


ea" +a,0""!——...+0,_a+a,=0 


‚oneinander verschieden sind. durch die m Thomeschen Normalreihen 
A ; A id 
I, ei zei = 1 - ++) ((=1,...M) 
Mn 


formell befriedigt. Es sind m linear unabhängige Integrale der Differential- 
gleichung (B) vorhanden, welche für große reelle positive Werte von x die 


asymptotische Darstellung 
Yo S; (i=1,...m) 


zulassen. 
Verwandt mit der Methode der sukzessiven Annäherungen ist die 


Methode zur Integration linearer Differentialgleichungen, welche Herr Din: im 
Jahre 1899 dargestellt und auch zur Untersuchung des Verhaltens der 
Integrale für große reelle positive Werte der Veränderlichen benutzt hat*). 
Ich zeige im dritten Abschnitt ($$ 10—11), daß sich die Dinische Methode 
so ausgestalten läßt, daß sie dieselben Ergebnisse liefert, die wir durch 
die Methode der sukzessiven Annäherungen erhalten haben. 

Herr Ford hat (1907) die Methode Dinis auf Diflerenzengleichungen 
übertragen. Durch Ausgestaltung der Fordschen Methode könnte man zu den 


*) Dini, Studi! sulle equazioni differenziali lineari (Annali di Matematica, 
3. Serie, Bd. 2 u. 3). 


22” 
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Resultaten gelangen, welche sich in $$ 1—5 aus der Methode der sukzessiven 
Annäherungen ergeben haben. Auf die Beziehungen zwischen dem vor- 
liegenden Aufsatze und den oben angeführten Arbeiten über lineare Diffe- 
renzengleichungen wird in $ 12 hingewiesen. 


Erster Abschnitt. 
81. 


Die lineare Differenzengleichung m-ter Ordnung 


(A,) y(c+m)+P,ıy(e+m—1)+P,y(c +m—2)+-- 
+ Pa1y(z+1)+ P,„y(z) = 0 
habe als Koeffizienten Potenzreihen 
P,=a+ +Gt+- (i=1,...m) 


von 2, welche für hinreichend große Werte von jr] konvergieren, oder 


Funktionen P,; von x, welche für große positive Werte von x durch diver- 
gente Potenzreihen asymptotisch dargestellt werden; in beiden Fällen ist, 
wenn n irgendeine ganze positive Zahl bedeutet, 





Die charakteristische Gleichung 
"+ na" +...+qa, 7,0 +a,„=0 
habe die voneinander und von Null verschiedenen Wurzeln «,,... a,„, die 
wir uns so geordnet denken, daß 
Me... >| >0 
ist. Die Differenzengleichung (A,) wird durch die m (im allgemeinen 
divergenten) Reihen 
S-ejze(ı+ ++.) (i=1,...m) 
formell befriedigt; dabei ist 
Mo + +1 tn 
(mal + (m—1)a, tr ...+ 4) 
Indem wir unter n eine der Zahlen 0,1, 2 ‚... verstehen, führen 








ae 


u N ' E... 
wir die ganzen Funktionen n-ten Grades von — ein: 


3(2)=1+ 24.4. (i=1,...m) 














ET ec 


Eee he 
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Die Funktionen 
z Dj a . 
= »(-) (e1,...m) 


genügen der linearen Differenzengleichung m-ter Ordnung 


D,(y)=0, 


wo 
48); PilR)s  +r:, Pm(®) 


year), Ylz-+1),...,pm(2+1) 


y(z2+ m), p(z+Mm), ..., Pm (x + m) 
pı(r), 0, Pm(%) | 
Merl), la + 1) 





p(a+m—1),..., (2 +m-—1) 
= y(e+m)+pyle+m—1)+--+9n1Yy(2+1)+9Y(%) 


gesetzt ist. Indem wir die Bezeichnung 


D(y)=y(e+m)+P,yla@+m—1)+.-+P„1y(2+1)+P,„y(2) 


D.(y)=D(y)—-Diy)=(m—-P)yle+m—1)+- 
+ (Pmı Pa) y(z + l) +7 (Pm— Pu) y(z) 


benutzen, schreiben wir die Differenzengleichung (A,) 


D(y)=0 


ın der Form 
D,(y) = D,;,(y). 
Wenn man 


z gi GC, ,& | 
D(S,) =; ze, 1 2 u + +) 
setzt, so dient die Gleichung C,=0, nach dem für «, eine bestimmte Wurzel 


der Gleichung 
G=o+a+e.+a,„=0 

gewählt ist, zur Bestimmung von o,; aus der Gleichung 0,=0 wird A, 

usw., aus der Gleichung C,.,=0 4, berechnet. Da die Größen 0,0, ,... 

Ca} von A;nrı5 Ak,aya,... nicht abhängen, so sind die Gleichungen (,—=0, 

C,=0,...C,,,=0 auch dann erfüllt, wenn man A,;„.1: Ar a4s,... durch 


Null, also S, durch %, ersetzt. 
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Demnach ist 
N. 1 
Diyp)=—a a (2), 


wo q, eine Potenzreihe von — darstellt. Wegen 


D,(9,)=0 
ıst 
D,(p) =— Dig) = (Mm —Pı) gl +m—1) +++ (pm — Pu) Pi(R) 
1 
use; ei (Ra i=1,...m 
= (>). (i=1,...m) 
Wir setzen 
'p1(8); ...; Pm (X) 
A1= KA (+1), ., Pm(%+1) = (a0, art ten), 
Ala+m-1),..., mitm) 





. u 4 2 . 
wo ® eine ganze rationale Funktion von „ ist, welche für 2=w nicht 


verschwindet. Bezeichnet man die Unterdeterminanten der letzten Zeile 
der Determinante / mit tg so ist 


4-0. % pt ); (i=1,...m) 


wo p, eine Potenzreihe von a darstellt. Aus dem obigen Ausdruck für 


D;(y;) folgt 
RR 


n+2? Pr ur n+2 ’ 


BL TIEREN 


p—Pı= 


’ 1. 
wo B,,...%, Potenzreihen von “2 sind. 
Wir verstehen unter A eine der Zahlen 1,...m und setzen 
WR; 


aus den Gleichungen 
D, (u,;1)= D;(W,) rege. 


berechnen wir nacheinander ,,%,, %,.... Wenn u, bekannt ist, erhält 
man %,,, durch Integration einer linearen, nichthomogenen Differenzen - 


gleichung in der Form 
BE - ,.. ; Am 
4,= 12 D.(W) za Hm De(u,) 41°’ 


und man hat weiter 


u 
27 


a al EA nn 7 2 ai 


Du )=Di(y)ZD;(u,) 











ET 


EEK ea RETTEN DIE, 


De SEE 
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Dabei ist $& (?=1,...m) eine noch geeignet zu wählende positive Zahl, 
und unter 
Zt(a)=F(x) 
ist eine Funktion zu verstehen, welche der Gleichung 
F(<+1)—F(2)=f(2) 
senügt und für &—=5$ verschwindet. Demnach hat man, wenn 2£—5 eine 


ganze positive Zahl ist, 
F(a)=H)+fHEH+l)+ + —2)+ Me). 
Wenn die Reihe 
Sa) fa)+ Marl )+ Mat 94 
für hinreichend große positive x konvergent ist, so können wir $=w an- 


nehmen und 


F(a)=2f(2)=—x/(@) 
setzen. 6, 
8 2. 
Aus 
w=p ar D, @ ) 
folgt 


EEE NENEN, 1 
D, (u) = ar" F,(z), F,(@)=4(,)- 


Wenn wir | 
D,(u,)= ei22"° F,(2) (=0,1,2,...) 


setzen und die Bezeichnung 


a __% pe: u 
FR 0,=09 0 (=1,...m) 


benutzen, so haben wir die Rekursionsformeln 


Mm 


un RED Le EB tt FE 2) (I ) 
und 
F,ut@)= 2 Brata(, ER ug ET 2)9,(2). 


Wir nehmen zunächst an, daß die absoluten Beträge der Größen 


%1,... @, voneinander verschieden sind. Dann ist 
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AD >BA>L Al, 1>Bn> >| >0. 
Indem wir unter z, eine hinreichend große positive Zahl verstehen, nehmen 
wir 
me = Pd Sn od, 541 ff, =% 


an, so daß wir die Rekursionsformel haben: 
Fr) Bara (1) 280) 
+, 2, Bir) ER Rz). 


i=/)+1 
Für 2 >x, sei 








I\ ı f1 | 1\ 
P)<M: «(I <N eG)=R 
wo M,N,N® endliche positive Größen sind. Es ist also 
Fl) <N. 
Wir weisen nach, daß für >, 
Ä MNK)r MNKv 
F,(&) <N nern gn+1 <N( at 


ist, wo K eine später anzugebende positive Größe darstellt. Wir zeigen 
nämlich, daß, wenn diese Ungleichung erfüllt ist, auf Grund der Rekur- 
sionsformel die entsprechende Ungleichung für |F,,,(z) gilt. 
Es ist 
RB, =, 
wenn der reelle Teil von o; mit o, bezeichnet wird. Also ergibt sich aus 


der Rekursionsformel: 





F,.(@)< ZN Zur) MN. Bra 2 Bu 
MNK RE 
+ 2, NG) MN Bar ZA 


Nun ist für vo>ı > 


= ee Er 2 ge A“ -) AR (1 + +5) 

















1 1 n+1N 1+6 
ee 1 Fee +; u) (+ wi: vw +1). (w+n+1)' 
Aus 
© 1 LE a, 1 BER 1 
Fo@FD-- WED FD. en) TarNer 





3 Ehe r . 
> a tn Se Er za A Z 
IN RP RRERN 37 7 > 2 


Be 0, > es far 
a N ee ati une OR ESER 
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1-+0d 
(n + 1)artt 


- A 
PP) u 
x 


Für :=1,...4 ist A, >1 (für: =4 ıst 9, =1,0,=0); 


Ari < B’ vr 


für v_>xz>zx, (wenn x, hinreichend groß), 


A; =" B3 Bl” 


PL og 2 u 53 or << 


Für :=4+1,...m ıst |, <l1. 


vV=LE—U 
erhält man 


Wegen v=z—u>z, Ist 


1 Gi 
"z log P; + 


Durch die Substitution 





es ıst also 


und demnach, 


F pra-2)" 


w,(u) = = ulog 9, — (0,+n+2)log (1 — ) 


ea + 
<zlog Bl+*t, 


‚+n+2 


> log ß; 


ist, was wir voraussetzen dürfen. 


R a . aa . ” PL " Pr r 0 ch Bei re: , 
r ! ö v EEE o " ei B er ® ” . " Dr Br aan nn ann) ae PFRT r RS Un in - 
& 5 R ‚s * “ ı 7 \ 2; 2 h a FALTEN : ? x RR Rn N _ 
I u Dip Sg a ie a A a $ ae PIE a an y ix a rs es ae a a ee ae Yin nd a A Ten a tt A nei Er va Sa Au rn a Le 
Er EEE er Beer, NZ ER RN A a ee ih N 2 un ap alien rn a Se te nn .6 RR > > 9 ige v i 
E 


"eriu) P: P 





Demnach ist für =4-+1,...m 


05n—2 ee ei 1 


OR d’ zn +2 


2 
Ai gei > Pi” u 
7, 


Setzt man 


Dann ist y,(u) <w,(0)=0, 





1 


m—4 


(1—6)& ' 


I <N 


W, 2. b. W. 
Journal für Mathematik. Bd. 138. 








m 2 n—2 y 





> (1—6’)x, art} 


(MNKY*' 
" ria+i) gn+1 
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Aus der Formel 
WET wi — PT; ib” 202 01, ERL 2)9.(2) 


+ 55 % zrich. (>)a B> a ETTET 2)9(- -) 


i=i+1 
folgt ebenso 


v+1 v+l 
zu (MNKY* ggf MNKyt 


aerdy n+1l = an+l 


83. 


| 
U,rı 0, 


Wegen 
ah MNKv 
u, er 
ist die Reihe 
3 uo ch 


v=0 


für <> x, absolut und gleichmäßig konvergent, falls 


n+1l 


©» >VMNK 


angenommen wird. Durch die Gleichung 
a zu, 
v=0 


wird die Funktion y, für 2>x, definiert. Setzt man 


0 Y2 
Y= 0% a (&, an): 
so ist für >, 
Y1 
zn+l 


ı 7a In MNK 5 N 


rt ger 


Y<RMNKR 
rue v=0 


Rn - 
= zu, „ec, also 
v= 


oder 


Der absolute Betrag von y, bleibt also für £>x, unter einer endlichen 


Größe. 
Aus 





D(w+wt ++ u,+1)> D,(u+ ut +-+u,) 
folgt für im v= oo 
D,(y)=D;(y) oder D(y)=0 
d.h. y, stellt ein Integral der Differenzengleichung (A,) dar. Die m Inte- 
grale %,,...%„. bilden ein Fundamentalsystem, denn die Determinante 
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Yı(%) 9 
yı(z+1), 0, Ym(2 +1) 


yılz+m—]l),...,4y,.(2+m—]1) 
verschwindet nicht für alle x. Es ist nämlich 
na = uN\i 1 yıl© + u) 
ehe yılat+ u)=ar(! r 2 (@(, Zr u. el 
also lm a"niy,(c+ u)=ef 


1 Rn 


und demnach 


lm (a, ... = zent ... +0,n) D ... ın | 
=D s - . .| 


EEE 
von Null verschieden. 

Bisher war n eine von vornherein beliebig gewählte, aber dann 
festgehaltene ganze Zahl. Um zu zeigen, daß das Integral y, durch die 
Reihe S, asymptotisch dargestellt wird, verstehen wir unter % eine be- 
liebige ganze Zahl, welche größer ist als n, und bilden mit Benutzung 


dieser Zahl % ein Fundamentalsystem 
Y= ei geh ($, + Er ;) G=1,...m) 
der Differenzengleichung (A,) in derselben Weise, wie das Fundamental- 


system %, mit Benutzung der Zahl » gebildet wurde. Dabei ist 


mu “ Ay w Es An, 


b,=1-, a a 5 


der absolute Betrag von 7, bleibt für große x endlich. 


Es ist 
Yyı = C, Yıt Br +6, Yın 


oder nach Multiplikation mit &" 2” 


Fluss (84 2) = (dı+ A )+% La (8: + 2) Ben 


für im z=® folgt hieraus c,=0; ähnlich findet man =. =, ,=0. 
Aus 
Yung C, Yy,+ rn + On Ym 


erhält man durch Multiplikation mit 0; 2”%: 
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P; 72 = (8 + 2) r 041 (- 4) ee (Dirt 2) 2 
für im z= co ergibt sich hieraus c,=1. Demnach ist 
Y,= Y,+ C41 Yırı +++ Cn Im 


oder nach Einsetzung der Ausdrücke für Yy,,%ı41:--- 


A, An, 


ya te Mr) + 02,10, 2+ (Bn+ a) 


RL + 

"RE 
= ri 0 — ... Heben e Fl .) 
2% CR 3- j FE gi + gi+1) > 


wo 
yı= y,+ OB: =) IH u € RE: =) + tie 
für große x endlich bleibt. 


Damit ist die asymptotische Darstellung des Integrals y,(A =1,...m) 
der Differenzengleichung (A,) durch die Reihe S, bewiesen. 


$ 4. 


Wenn die absoluten Beträge der Größen «,,...c,„ nicht sämtlich 


verschieden sind, so bedürfen die Entwicklungen von $ 2 und $ 3 einiger 
Ergänzungen. 
Die Größen «,,... «, seien so geordnet, daß entweder eo, >ie;,, 
oder |; = 0,1, &—0;.ı ist. Es sei 
a >> RT FON 1a > 4,12 > Am; 
| Horn >ß,; 
und A sei eine der Zahlen p+l,...g. Dann ist 


Az Pr Hl, ler BE NER 


Wir setzen 


so daß wir die Rekursionsformel haben: 


Fu (= Zt) Erlen (z) 


+, 2 Bea (4) 280 Elend). 


i=qg+1 
Es ist eine Zahl r>i so vorhanden, daß 9,=0, 9,,,<0 ist. 


Die zu :=1,...r und die zu ?=g-+l,...m gehörenden Glieder der 
m-gliedrigen Summe für F,,,(x) werden wie in $2 behandelt. 
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Wir verstehen jetzt unter © eine der Zahlen r+1,...g. Das 
i-te Glied der Summe für F,,,(xz) ist höchstens gleich 


MNKwr 


N( MN. ai Sr E 
ar! a; ’ 
Wir nehmen 

n>—o —1 


an, damit 
0,+n+2>o , +n+2>]1 
wird und die Reihe 


x —(g;:—n—2 
. 0; -. 

y'n i 

x 


konvergiert. 
Nach der Stirlingschen Formel ist 


1 
log I'(v) = (v— „log v—v+logV2n-+:.:»-, 


log I (v+0)= (v +0— ,)10x v—v+logV2n+.:-. 


also 
log I’(v) — log I (v+e)= —ologv + ++», 


wo die weggelassenen Glieder für lim v»=-++o verschwinden. Demnach ist 


vt= Dr (1+0J(v)), van I(v)=0. 
Wenn o>]1 ist, besteht die Gleichung 
» Fo) 1 (x) 


= I(w+0) e-I1F(cH e—1)’ 
denn wenn die rechte Seite dieser Gleichung mit F(x) bezeichnet wird, so ist 





I(x) 
F(c+1)—-F(e)=— — ——, 
—ı +) F@)=— ar 
Hiernach ist für <>, 
ER ® !(v) ie iR T'(v) 
BE Bi, NE 104 ee TE JOERG. 1.<. AEDEERBEER 
. + To+&+n+2) Art 2 IW+o+n+2) 
Eh At Lie 
K;+n+llU ka +n+l)ecmtn+l 1-—: a7 | 


wo n eine positive Konstante ist. Schließlich haben wir 


1 ur ee 
Setzt man 

r(1+6) 20: _(m—4) 

„+ 18 ran 


so hat man für F,,,(x) dieselbe Ungleichung wie in $ 2. 
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Die weiteren Schlüsse gestalten sich wie in $2 und $3; nur der 
Zusammenhang zwischen den beiden Fundamentalsystemen %,,...Y, und 
%5...%, muß nochmals hergeleitet werden, wenigstens für den Fall, daß 
für gewisse Werte « die beiden Gleichungen \«;,,=«;, 0,,1=0,; zusammen 
bestehen. 

Zur Erläuterung der anzuwendenden Methode nehmen wir beispiels- 
weise an, es sei |1=++-=@|, 6,=++-=0,, aber, wenn v>/ ist, entweder 
o,</e, oder «/= a, 0,<0,. Indem wir die Gleichung 

y(z+u)=cYyı(lc t+u)++--+0,Yn(C+ u) (u=0,1,2,...) 
mit «)”x”® multiplizieren und die Formeln 


ylc+u)=aizt.ar (1489), lim @=0, 


sen 


Ylat+ u)=aiat.af (148), lim 9-0 
x=n 


anwenden, erhalten wir 
u ER m Be ’ a 
(> rear (14) = ort (IHM) +0) men (IHM) + 
1 1 


Im Falle 4>/ verschwindet die linke Seite dieser Gleichung für 2=x. 
Wir geben der Gleichung die Form 


Ü: x 2 104) % in 
C, af + C5 72 (=) 2°: 0 4- a - C; ar () gei ft er, 
1 1 


wo lim s®"=0 ist. Aus den zu u«=0,1,...1—1 gehörigen ! Gleichungen be- 


rechnet man c,,...c, als lineare homogene Funktionen von &, &, ,., 7" 
mit Koeffizienten, welche für &=co nicht unendlich werden; denn die 
Determinante der Koeffizienten von c,,... 6, 


1 ’ .»..® ’ 1 
x N 
& 8 7 ale—e)t+ (0701) A | %; ’ u at. a 
q a | : i 
| 
I „i—1 I—1 
| 0 yo, 77 





ist von Null verschieden. So erscheinen c,,...c, als Funktionen von z, 
welche für = oa verschwinden; sie sind aber konstant, also gleich Null. — 
Ist 4 eine der Zahlen 1,...!, so haben wir Gleichungen von der Form 


d,\” Rn (;\? Er 
3 C, a +:6z a (*) 2: +..+(,—1)ef(“) ger Me), 
1 q 
(v=0,1,...1-1) 
wo wieder lim <”=0 ist; daraus folgt ,=0,..._,=0, a=1, ,1=0,... 


G=0. Es besteht also die Gleichung 
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/ 7 y 0; A; Az Yy 
N=Yr Gr at + nr = u r A), 





















Yı> tl ) grIH170 m (du; + Bi). 
für große x unter einer endlichen Größe bleibt. 
Damit ist die Gültigkeit der asymptotischen Gleichungen 


ye»M,; ((=1,..M) 
bewiesen. 


85. 
Wir gehen jetzt zu der allgemeineren Differenzengleichung 
(A) ylaı+m)+aPıylatm—1) +a®P,y(a+m—2) ++ +2@"P,y(2)=0 


über, worin k eine positive oder negative (nicht notwendig ganze) Zahl und 


’ ‚ 


P; -4, + > 4 = de (del,...) 
eine konvergente oder asymptotische Potenzreihe von = ist; die Wurzeln 
15... der charakteristischen Gleichung 

ea" +a,"! +... +4,10 +a,=0 
sollen voneinander und von Null verschieden sein. 

Die Gleichung (A) 
y(z+m) + (z+m)'Pıy(e +m—1) 
+ (2 +m) (ec + m— 1)" P;y(c+m—2) ++ =0, 


p’ (1+2)...(1+92#) 'p. u 
eine Potenzreihe von — ist, wird durch die Substitution 
ya) =y a) (T(e+N) 
in die nach $$ 1—4 zu behandelnde Differenzengleichung “ 
yY(z+m)+Piy(a+m—l) +PRy(at+m—2) +. =0 


übergeführt. 
Die Differenzengleichung (A) wird demnach durch m Reihen 


wo 





—- (T'(c+1))* a1 +2 +3 .., .) (ie1,...m) 
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formell befriedigt; sie besitzt m linear unabhängige Integrale Yı,...%.; 
welche für große positive Werte von x die asymptotischen Gleichungen 


erfüllen: 
Ye S;. (=1,...m) 


Zweiter Abschnitt. 
$ 6. 


In der linearen Differentialgleichung i 


dm ı dm—ı dm—2 
(B) D(y) = Fr + Pa + Pe — e.. 
+- PP A + 2" P.y —0 


sei k eine ganze positive Zahl (einschl. 0) und 
Fa Fi i 
PER (=1,...m) 


eine für hinreichend große Werte von |x) konvergente Potenzreihe (oder 
eine Funktion, welche für große positive x durch die als divergent voraus- 
gesetzte Potenzreihe asymptotisch dargestellt wird). Die charakteristische 


Gleichung 
ea” +a,0"" ++. ta, 10 +a,=0. 


habe m verschiedene Wurzeln «,,...«@,, die wir uns so geordnet denken, daß 
RKe,)>Rla,)>- - >R(e,) 

ist. Die Differentialgleichung (B) wird durch m (im allgemeinen diver- 

gente) Thomesche Normalreihen 


A; 4; 
_— (2) % .. iz ... i=1,...M). 
ET ale Be ee ) (i=1,...m) 
formell befriedigt, wo 
gk+1 ek 
iu: k+i ty +++ 08,8% (d=1,...m). 


eine ganze Funktion (k+1)-ten Grades ist. 


Die Funktionen | 
| 1 4; A; 
ae eh — m. = DER ae Kenn =},.,.Mm 
zer »(-): $=1+ 2 a; ns RE 1, | ) 
genügen der Differentialgleichung Fe 


dm dm—1 
D,(y)= Pr + 0% Y 














Ti ae ar ' PENTET Ba a a Sadgah Er TEE ER , + 
RER EUER BE et a 1 3 a N N ET FE ET 3 i 
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Wir setzen 


I dm—ı 
D,(y) =D, (y)—-Diy) = (pP) + +2" (pn Pa)Y; 


dam 
so daß die Differentialgleichung (B) die Form erhält: 
D,y)=D;(y). 


Setzt man 

DS) rm (+44), 
so dienen die Gleichungen ©,=0, C,=0,...0,=0, C,,,=0 zur Bestimmung 
der Größen @,,&1,-...%&,,0;; hierauf erhält man A,,,...4,,. aus den 
Gleichungen C,/s=0,...C;;n41=0. Wenn man $S, durch 9,, also 
A;n+ıs Agn+z;... durch 0 ersetzt, so sind die Gleichungen, =0, C,=0,... 
Cyin+ı =0 ebenfalls erfüllt, so daß 


| | 1 
kn —_ pe) et m— dk n— . 
D,(y:) = —-D(y,) ze rm? 4 () 
ist, wo q, eine Potenzreihe von _ darstellt. Hieraus folgen die Gleichungen 


= — ((= 1,...m) 


wo ®, eine Potenzreihe von - ist. Wenn die Unterdeterminanten der letzten 


Zeile der Determinante 








—1 
A=|N» +: Pm BER I 0 5 EERe 2 ARE TE EEE BR el e3 
en % 
m—1 m—1) 
Y r, ; ch 
mit 4,,...4,„ bezeichnet werden, so ist 

Ai 1 
— oe) Ta m— dr 12) (=1,...m) 
7 r\z)J: 


wo p, eine Potenzreihe von — bedeutet. 


Wir setzen 
| W=9;; 
wo 4 eine der Zahlen 1,...m ist, und berechnen 4,,%,,... aus den 
Gleichungen 
D,tw,.,)=D.(w,). (v=0,1,2,...) 
Wir erhalten so 


ER 
4U,n= 2 pi / D,(u,) da 


& 


Journal für Matbewatik. Bd. 138. Heft 3. 
Ei Bi . « rn Ne 


n 
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formell befriedigt; sie besitzt m linear unabhängige Integrale Yı,... 4m» 
welche für große positive Werte von x die asymptotischen Gleichungen 


erfüllen: a 
ne N. RE # 
Zweiter Abschnitt. 
$ 6. 


In der linearen Differentialgleichung 





dr Y 2 u ° dm—2 Y 3 
BO DATE TE i 
+ a H + zu k nY —0 j 
sei k eine ganze positive Zahl (einschl. 0) und | : 
m In & 

FE Pe (=1,...m) 
eine für hinreichend große Werte von x konvergente Potenzreihe (oder | 
eine Funktion, welche für große positive x durch die als divergent voraus- 5 
gesetzte Potenzreihe asymptotisch dargestellt wird). Die charakteristische 4 
Gleichung E 


ea” +0" ++. ta, 0a +ta,=0. 
habe m verschiedene Wurzeln «,,...@,, die wir uns so geordnet denken, daß 


RK)>Rr,)>- . ->NR(e,) 


Ss vr EN u 
ET TR EEE ER TINRENIR® 
L er a en 


ist. Die Differentialgleichung (B) wird durch m (im allgemeinen diver- 
vente) Thomesche Normalreihen 1 
A; A; F 
Seh zei er TEA a ie ; 
er (He) 6=1,...m) | 

formell befriedigt, wo 
gk+1 ok 
g,(2) =, are LU +. +04,% (=1,...m). 


eine ganze Funktion (k +1)-ten Grades ist. 


Die Funktionen 


g= er) geich, (2) ‚ $=1+ 2 + ...4+ =; (=1,...m) 


genügen der Differentialgleichung 








PIEFUNDUR ER > DU x 2: vet # 


Be a nn EIER UP ut, , : 
EEE JE SEENHRR TE ERREGER De SEE EP Re 270 RE ONERE EHE 


Si Ba ae ar = R 2 ’ es 
nn 2 SCHEN. ee a TE - 





RE 


ne 3 7 
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Wir setzen | 
D,(y) =D, (y)—-D(y)=a*(p—P;) 


so daß die Differentialgleichung (B) die Form erhält: 


D,y=D;(y). 
Setzt man 
| Ü ©. 
— ei) yeitmk au Shi 
DS)-e9 tl +24), 
so dienen die Gleichungen (,=0, 0, =0,...0,=0, C,,,=0 zur Bestimmung 
der Größen «@,,&1,-..%;,,0; hierauf erhält man A,,,...4,,. aus den 
Gleichungen C,,s=0,...C;;n+4ı=0. Wenn man S, durch 9,, also 
A;n+ıs Asay+z,... durch 0 ersetzt, so sind die Gleichungen, =0, (,=0,... 
Oyınzı =0 ebenfalls erfüllt, so daß 
(2) „0; + (m—1)k— nn — 1 
D,(p) =—-D(y,) = tm D! °4(—) 


ist, wo q, eine Potenzreihe von - darstellt. Hieraus folgen die Gleichungen 


P= 


= np (= 1,...m) 


Pi— 
wo ®, eine Potenzreihe von = ist. Wenn die Unterdeterminanten der letzten 


Zeile der Determinante 


m(m—1) 
A= p » Pm — IH + em+ = '»b (2) 
ou De ee iD . 
| _(m—ı) m—ı) 
91 $) ’ N 
mit I,,...4,„ bezeichnet werden, so ist 
A; a 1 
= Zu —9;(=) zen, (), (i=1,...m) 


* . 1 
wo p, eine Potenzreihe von 2 bedeutet. 
Wir setzen 
| Uo =G;; 
wo 4 eine der Zahlen 1,...m ist, und berechnen uw,,“%,,... aus den 


Gleichungen 


D,(u,.,)=D.(uw,). (v=0,1,2,...) 
Wir erhalten so 


4 
4,n= 2 MS D,(u)Zdz 
& 
und 


Jourga) für Mathematik. Bd. 138. Heft 3. 24 
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D, (u u..)= ZD,( (fi 1 Drtu ‚Far; 


wir verstehen unter $, einen hinreichend BEE, reellen positiven Wert oder x 
und legen der Veränderlichen x nur große reelle positive Werte bei. 


8 7. 
Es ıst 


D,{w)=D,(y,)= Haut ®-Nin-2 (2) ‚ B(a)=4(2). 


Wir setzen 
D,(u,) — N) ger u (x) 


und benutzen die Bezeichnung 
B=m—0, Pa tat. Pr rt EG —0O; 
er 2’ . 
ha) = (8) (8) SP 7 taz tt Pur. 
k+1 k 


Die Rekursionsformeln schreiben sich 


rn SE a 0 a Ze al ne inne 1 
u, ge n9 x u=z wann) Je ld y—a—n ’F,(@)p(—)de, 
= 
E; 


ae (x) u Z ei zeig, fe ee 7 (z) (2 )dz. 


Die reellen Teile der Größen «,,...«, sollen vorläufig voneinander 
verschieden sein. Dann ist, wenn der Ba Teil der Größe a mit «a be- 
zeichnet wird, 

A>>hn>0, Ad, >> >Pn 
Wenn wir 
Heer ah ehe rn, nmel 


setzen, wo x, eine hinreichend große reelle positive Größe ist, so haben wir. 


die Rekursionsformel 


Fa@=— 2 er‘ zug] If TE 2 F, (9 )da 


=) +1 


Wenn für >, | 
Wr | /1y |, (1 


+5 az!) f le ve He @)n(Z)de. 











et 


RÄT? 


re er RRAT® , 2 . unbe 






















ENT FEN STE REN 


Fon 


Be, 


#F 
nd 
= 
#, 








F, (x) <N 


ist, so ist, wie wir durch den Schluß von v» auf v +1 ia für >, 


(MNKY 


a Da+l) z 


MNK 


F,(@) <N an 


= <UR- 


Nehmen wir diese Ungleichung als bewiesen an, so folgt aus der 


Rekursionsforme]: 
| - MNKV hie) m0; P — Al) „ai n—2 
F,.,(%) sEN ar) MN.e*i T / e iii Hille dv 


x 


ey MN .eH@z°i / ed yu—n—2 dv. 


Wenn : eine der Zahlen 1,...4 ist, so ist für v>z>z, (z, hin- 


reichend groß) 


ei (x) gi en ei (v) yei 


also 
a ' 
a | ey n< v”dvo= ——— 
(n + 1)” 
\ | 
Für =4+1,...m erhält man, wenn man 
u=-rr!— dr 
setzt, 
W,;(x) = 9 zri / eo yunn2dy 
k+1_ +1 2 . v 
ne Agu L Fi,k+1—r | u k+1 | 
1 / ok+1" ,nı ) 5 - 
(k +1)ar+%+ % 
0 
u \-a-n-ı-2] 
(1 4) | du 
Der Ausdruck 
k+1 4 
k+1 
Bis ei—e j ) - = v=1,...%) 
. v z 
liegt für 0<z<{1 unter einer endlichen Größe M,,; setzt man den 
zwischen 0 und 1 gelegenen Wert 
v 
uk+1 
= 


so hat man 
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2 
er 
BE 
2 
BI 
a 
Er 
;% 
3 
nl 
Fe 


Demnach ist 


wi(t) 
W(e)< R +1)artk+2 





u A Au en 
u Te Ametn ng, 
| 
ze+1_ +1 
-— / ROPRUr 
0 


unter Anwendung der Bezeichnung 


u a. 
Blu) nt Z Muuitn, 











‚u 
y,(u) = ey (5 +n+k+2) ) log(1— =) 
Man hat 
__k ,„atntkı2 | K+n+k+2 
man Fan Ste 

Wenn ,+n-+k+2>>0 ist, so nehmen wir 

k+1 

„yo +Dara+kı +2) 

— Bi 
an. Dann ist w(u)<0, so daß für u>0 y(u)<y,(0)=0, also 
eriW —] 


ıst. Demnach ist 
zk+1_,K+1 
0 


w,(2)< f ei du< fe"du=o, 
N ö 


endlich, da %,<0 ist. Wir haben also 











Wi ww; 
W(2)< En (k + 1) ar+k+2 (k + 1).%+! gn+1 , 
Wenn man 
zZ e.D + Dh 
n+1l (ktl)attı 
setzt, so ist 
| (MNK) +1 MNK 
F,+1(® 2) < <N zrin+) ns Nr anti ); 


w. z.b. w 
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Aus der Formel, welche w,,, durch F,(z) ausdrückt, ergibt sich 


ebenso 
VB (MNKy+! _ „(MNKYV 
u, RA LA<NZ Proypel mr) 
S 8. 


Indem man die Reihe S, «-mal formal nach x differenziert, erhält 


man die Reihe 
Au 4 


Se —= e®) zaituk (at 4 — +7 — te. ((e=1,...m) 
Wir setzen 
(u) (u) 
y)= er) geitruk de ); I af + = — — ... ar in 
de $i (X) meituk 7 (u) 
da« N ( ); 


«) unterscheidet sich von &” durch Glieder mit «”"*”,.... Für »>x, se 


ep NN) 
also NO—N. Es ıst 


u m Ju sr: + 
MR Ur _ zes [ Du) az, (u=1,...m—I) 


also 


de Ur+1 —1,(2) mr k - hx(x) 0; (u) 1 z —h;(r) — 12 ] 
EN) gmer—uk _ Zen) gi pP. - eh F,(x)y; z dx, 
i=1 & 


dar r 
; (u=1,...m—1) 
dm u un _ 
a ED) rm _ ze hl) gi pn (2 ). f er) u 2) 9 (> )dz 
i=1 


+27 FE, (e). 
OO folgt 


| 1... 
| 7 nr, ‚n+1 (uel,...m—1) 


„(MNKYH+ 
<gnn(* ar >. 
ferner, wenn 
— | 1 
(m) __ pm) BEN. ® 
MER Hyran 
gesetzt wird, 


.d” Uy+1 
N) —e,—mk| Y(m) 
| dam & <N grerb: ae 


(MNK)r+", im (UNE + 


n+1 
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Die Reihen 


S c de uU, 
= U, und dan (u=1,2,...m) . 
sind hiernach, wenn { 
BE ; ER | 
% >VYMNK 


ö 
E 
B: 
Dan. 
| 
3 
"3 
N, 
y 
“. 
= 
er 


angenommen wird, absolut konvergent und zwar gleichmäßig in jedem 
dem Bereich (x,::-o) angehörigen endlichen Intervall. Setzt man 


so Ist 


Aus der Gleichung 
D,(w+ ut +u,,1)=D.(w+ ut +W,) 
folet für v=x 
D, (%:) =D, (Y.) ; 
d.h. y, stellt ein Integral der Differentialgleichung (B) dar. 
Setzt man 


1(&) mo ri 
Yy,= eg iX I) y9 (b,+ 2): 


so Ist 
Yi an —4 —91(2) 203; 
gn+1 = U; . u", 
also 
x» MNKw 
YI<SRMNKZ a); 


so daß y, für 2 >x, unter einer endlichen Größe bleibt. Dasselbe gilt für 
y’ , wenn man 


day; (x +u u ry 
It _ ge) 9 (a4 
setzt. 


Re re u 


Die Integrale %Y,,...%„ der Differentialgleichung (B) bilden ein 
Fundamentalsystem, da die Determinante 


Yı; ..., Yn 





8 Alm ; 
| dm—1 Yı dm—1 Ym 


| d gm—1 a dam 








u EEE ERRTEEE ETETEERNE ET N 
ke sr IR BER EETAE N ER EN N f & 
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nicht identisch verschwindet. Es ist nämlich 


un. 
lım ei) g9imuk d Yi —— gl 
dx“ » 
T=o j 
also 
” ‚1 
z m(m—1) 
lim ee) 000 Im) gem 5 ka . eG, ...;, En +0. 
= % . . ” ” [2 
m—1 m—1 
0 ine Om 


Um zu zeigen, daß die Funktion %, durch die Reihe $, und die 


a de y; \ ' ) 
Funktion a. durch die Reihe S{” asymptotisch dargestellt wird, bilden 


wir unter Zugrundelegung der willkürlich angenommenen Zahl ä>n die 





Integrale 
Y,; ru. ei”) 2 (+ 2) (i=1,...m) 
Mr 
wo 
R 1; A; 
— BR . h —- 1,1 + = 
P; -. f en qi 


ist und 7, für große positive x endlich bleibt. Es besteht eine Gleichung 
9%= 6,91 0 Ym 


mit konstanten Koeffizienten c,,.... € Durch Multiplikation mit e") 27®: 


m’ 


erhält man . 
(2) er y— | Yi 7 ri 
edi\ )—N( I rei Pı (®, + ) _ C (B 4 2) 


yNn+ 1 


922) — 91 (7) 202 —E } . Y. TEE 
+ 6ge oh. (&, + #) 
und hieraus für imz=w, falls A>1 ist, c,=0; entsprechend ergibt sich 
,=0,..%,=0. Wenn man die Gleichung 
Ya T ar YrıT 


mit e”%@ 278 multipliziert, so erhält man 


Y3 (& Yi ) . ee “En . . nn > r Yızı 
ob, - _= 4 5 NR) 1707 oh Lu En 
TH G\P, +1 G,pı € “ PP,” qi+1 


und hieraus, indem man x unendlich werden läßt, c,=1. Es ist demnach 


u Y | u (x), = ri 
Y=zyır GrıYırı tr CnYm>=e* le ($, + ir): 
wo 


2 


m Yi 
er ee (7) — eo) Ar; 0 tä+l =... fi 
Yafhıt Z 7 era nd zaTartt (B,+ a) 


i=i+1 














% 
x 
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für große x endlich bleibt. Ebenso ergibt sich i 


(u) e, 
de Yı — en) ge, tuk (5 + .) : : 


wo y!“) für große x unter einer endlichen Größe bleibt. 
52. L 

Wir nehmen jetzt an, daß die reellen Teile von «,,...«„ nicht & 
sämtlich verschieden sind. 

Die Größen «,,...«, seien so geordnet, daß für hinreichend große 
Werte von & 

g1(2) + 010g 2 >g2(2) + E2loeg >. >gn(2) + m10g 2 
oder 
EI > 0 >... > eiml) zem 


ist. Es sei 
>>, >%,n1= nam =, >>> 0 
und 4 sei eine der Zahlen p-+l,...g; dann ist 


A>+>P,>d, Bar Bors wuhiee,;; B,=0; > Ph" > Bm: 
Für «=p+Jl,...r sei die erste nicht verschwindende unter den Größen 
u n positiv, oder es sei dar ze — Ba =0, ,>0, so dab 

ei) gi 
mit wachsendem z nicht abnimmt, falls x hinreichend groß genommen 
wird; für i=r+l,...s si As +=ßa=0,,;<0; für i=s+l,...g 
habe die erste der Größen Aus... x, welche nicht verschwindet, einen 
negativen Wert. 
Wir benutzen, indem wir 


BE uni u fg c nn u ER. mie 
Tu Fe Fe Fk 


setzen, die Rekursionsformel ii 


we 
ru 
Kae. 
08 
Ir: 
>28 
=; 
FR 
BE, 
7 
kg 
8 
RER 
E 
ER 
28 
Er 
Ri 
er 
N 
„ 
B 


Fr @)=—Lewang(l) [Wa Ren (l)dz 


= (x) 0; 1 r —h;l) „on — 1 
+ 2 "2 (,) fe hie) z °F, (2) »(— )de. 

Die zu :=1,...p und die zu i= q-+1l,...m gehörigen Glieder der 
Summe werden wie in $7 behandelt. Ist : eine der Zahlen p-+1,...r, 


so Ist für v>s>n 





ARE Ds es 


ie 





5, 
E 
sl 
Bi 
RL 
EN 
Ei 
y 
? 
& 
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e- ei 


er) gi Ip, 


so daß dieselben Schlüsse gelten wie für :=1,... ® 
Ist © eine der Zahlen r-+1,...s, also h,(2)=0,—0,>0, so nehmen 
wir 
n>—0o0,—1 
an, so daß 
o,+n+2>o,+n+2>]|l 
wird und 


an 
a 1 

/ Var do — 

R (6; 1) rdiı+n 
konvergiert. Dann ist 
r | . 
a / Var ya ——— a A 
- (;+n+1l)tt! yn+] 


wo n eine positive Größe ist. 
Ist eine der Zahlen s+1,...9, so sa = Pu "= Pam; 
Pa <-0, wobei 1<Zk ist, also 


‚ | 
-- Ze j 


Ka)=Bupit- 
Durch Anwendung der Substitution 


ut _yeH- 
findet man wie in $7 [ür >, 
hi) noi : —h;le —n— w; wi; 
ei TC fe id) ds, 1 — ok pn Sa n+1 
Demnach haben wir, wenn 
ö LS © 
2 ”. i=s-+1 
5 nt +1) akt 
gesetzt wird, 
_ NK _ MNK 
F,+1(% IS N etz <N( er ” u 


Von den weiteren in $ 7 und $ 8 angestellten Überlegungen bedürfen 
nur diejenigen der Änderung, welche sich auf die Darstellung des Integrals 
y, durch das Fundamentalsystem 7%,,...%. beziehen, falls für gewisse 
Werte von ö gleichzeitig h,(x) =h,.,(x) und g,.,= o; ist. 

Es sei z. B. ,(2)=---=g(x), 09,=*'-=o,, aber 

lim a9 0, «>» 


a=&o0 


Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 3. 25 
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Wir multiplizieren die Gleichung 





B 
E 
& 


de Yı C d Yı + + c de Um 
du I de“ m dar 
mit E99) g7e—“*k und setzen 
de yı (2) mot uk (u)  (W) 
—— u ) eitek, ar (+ El lim &®—= 0 
dar . e 
=D 

d“ Hi — pIi“) poituk, mu 1 z(u) Im 2) = 0 
f 7 a(l+Et), ar Fe » : 


wodurch sich ergibt: 
ne Ce are A a5 (1+ ei) 4... 


10272 


Für 4>/ schreiben wir diese Gleichung 
C, a + Ca os EINE) 901 +..4+ C, ar erde) Pre — ee), 
wo Jim e®=01st. Aus den zueu=0,1,...! gehörigen Gleichungen schließen 
wir, daß G='+"=04=0 ist. Für ?=1,...! haben wir Gleichungen von der 
Form 
ed +0o% IE) era .. +(G ni 1) a; u IR) OR—Qı + .. = ge) 
wo wieder lim &”=0 ist; daraus folgt ,=0,... 9 _,=0, 4, =1, .1=0,... 


i=% 


c=0. Demnach ist 
HYzNhT Gr Yızı rt CmYm 


A Au 7 
ee al Fr Aun 2) 
= ef zu (1 r ++ gi Tan ’ 


wo 


m 
m ’ un u en Yi 
yE nn yE pr 3 C; ei“) 97%) gi e,tä+l (B+ - - ) 


i=1+1 


für große x unter einer endlichen Größe bleibt. 


eg a 


Dritter Abschnitt. 


7) al 


Verwandt mit der bisher benutzten Methode der sukzessiven An- 


näherungen ist die Methode zur Integration der linearen Differential- e 
gleichungen, welche Herr Din: in den Annali di Matematica, 3. Serie, Bd. 2 
dargestellt hat. Wir stellen zunächst den Grundgedanken der Dinischen 
Methode dar, um im nächsten Paragraphen zu zeigen, wie die Ergebnisse 
von $$ 6—9 mit ihrer Hilfe hergeleitet werden können. 


en 
» k = ne 4 Fr Ka, Dan ‘ rs u nr nd a 6 ER hi 





r EEE ae 2, : 
EEE NE er 5 I } 
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Es sei D(y) der Differentialausdruck 


welcher in den in$ 6 mit ie Diy) bezeichneten Differentialausdruck übergeht, 
wenn man 

n=#P, m=2# PP. 0,8, =t®P, . n.=2"P, 
setzt. Der zu D(y) adjungierte Differentialausdruck ist 


E (z)= (— 1)" wi IR RER 2. Li LIT. 2) , ... _ Urm-ı2) 


"u TS Site "Tune en Zi 
Es besteht die Identität *) 
dL(y,z 
:D(y)—yE=- 7, 


wo der bilineare Differentialausdruck ZL(y,z) sowohl in bezug auf y als 
auch in bezug auf z von der (m—1)-ten Ordnung ist. Es ist nämlich 


dm—1) dm—2, | 
L(y,2)= Eu (2) m, + El?) aa ++ Em (2) 4; 
E,(2)=2, 
zZ 

E@)=— +22, 

_@z  din:2) 
E, (2) d? dx = 22; 

un dm—1z u dm—2 a u 

ak te TG Lu fee u tr An?» 


Ist y eine Lösung der Differentialgleichung D(y)=0, so hat man, 
wenn & und c Konstante sind, 


any 
Eu(2) Zr ++ En (2 - [yE@ da—c. 


Setzt man für z der Reihe nach die m Funktionen Zu, 2, und für £ 
und c bzw. die Werte &,,...&, und c,,...c„, so hat man die m in 
bezug auf y und dessen Ableitungen der Ordnung 1,...(m—1) linearen 
Gleichungen 


++ Eun_i (2) y=— [yE (2)dx—c;,. (=1,...m) 


B, 
er 


dm—1 
E,(2,) 4 


ee 





*) Vgl. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, 
Bd. I, S. 53ff. wegen der benutzten Sätze über adjungierte Differentialgleichungen. 
25* 
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Daraus berechnet man 


E,(2); en, En (2); SyEla)da+ C, | 


Re 
>] 


Eu). o..; En_2(2 Zn) [ve E(z 2m) )d& + En 


< Sm 


Sk 
5 
5% 
5:7 
Ber 
ra 
a 
Re © 
Se. 
SEEN 
9:59 
Me 
2 
B% 
u 
EN 
.R 
> 
Bo 
u. 
4:1 
a 
4 
i 
& 
EN 
12 
= 
v 


you — nn engeren u MEN. | 
E(2),.--, Bu (2,) | 
| % 
| E, (2,.) erg En-ı (2,.) R. 4 
oder durch Umformung der Determinanten 5 
k 
U 
y-Ä-17 
dabei ist 
x 
2» 2, ; ’ wi F Ale Cı 
2 „! „m—)) .“ 
| 1» 715 „ Sı 
() — | . . und R-=- 
’ (m—1) 
| Im» Amp re, m p u 
| m ’ Am: . ne ” fun )dx Fr Cm 
| Em 





Die Funktionen 2,,...2,„ denken wir uns so gewählt, daß die Determinante 
Q nicht identisch verschwindet. Bezeichnet man die Unterdeterminanten 
der letzten Kolonne der Determinante Q mit Q,,...Q,, so Ist 


R= Eau Za [ver )de. 


Demnach ist 


TITELN NEBEN BE 


it a m = Qi = 5% A 

(«@) yi— a aa 2-77 [vr 
Man zeigt auch umgekehrt, daß eine dieser Gleichung genügende 
Funktion y der Differentialgleichung D(y)=0 genügt. & 
Die Reihe | 4 
yzlWrhırdlare F 
mit dem Anfangsglied i 
m =. 
uU= (> 1” > +3 C; | 





*, Wenn wie bei Dini &, =+--=&,„ angenommen wird, so ist («) eine Integral- 
gleichung vom Volterraschen Typus. ' 
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und der Rekursionsformel 


es 2 - ’ 
u,,,=(—1) 2 0, u,E(2,)dz v=0,1,2,...) 
genügt, wenn sie in einem gewissen Intervall gleichmäßig konvergiert, der 
Gleichung (@) und damit auch der Differentialgleichung D(y)=0. 


s 11. 
Bilden %,,...%, ein Fundamentalsystem einer linearen Diiteren- 
tialgleichung m-ter Ordnung, so berechnet man ein Fundamentalsystem 
%5c..2,„ der adjungierten Difierentialgleichung aus den Gleichungen 


[yızıt + Yın ud; 


’ h a ec 
Yızı 7 Tr Yn m ), 


. * LZ . . . . . ° 





(1 ) (m—2) (m—2 
. / Zu —i) - an 
Yı 2, ++ Yım md; 
(m—1) L.Jfml) »„ —_ 10. 
1 re ' Yın 2 =1; 


es gelten auch die Gleichungen 


2Yyı+ + Zu Ym =Vd; 
1 Yyıt + nl PR 0, 


(2. ) (m—2) | (m—2) 
2] Yyıt +2, Yn 


m 


a, 
ee. Yı — e..+ „m—i)., —- (— 1 pP, 


m m 





Es sei jetzt D(y)=0 die ın $$ 6—9 betrachtete Difierentialgleichung 
(B). Setzt man in den Gleichungen (1.) an Stelle von %, die der Difie- 
rentialgleichung (B) formal genügende Reihe $;, so tritt an die Stelle von 
2, die der adjungierten Differentialgleichung E(z)= 0 formal genügende Reihe 
Bi 


L 


. B; 
zZ, _— ei) ge m—1)k (B,; . _ = _- ... . (i= » ... m) 


Ersetzt man in den Gleichungen (1.) y; durch 


4; An 
p= RD gi 2), PD, > | u. t e0..+ 


LE z» ' 
so ist 2, durch 
4; 
ur 
zu ersetzen, WO 4,,... 4, wie in $ 6 die Unterdeterminanten der letzten 
Zeile der Determinante 
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| ® E . 2 ° 
| n(m—1) (m—1) 
| ( 1 yo ,y, m | 


sind. Die Funktionen g,,...y, genügen der Differentialgleichung D,(y)= 0, 
die Funktionen y,,...w, der zu dieser adjungierten Differentialgleichung. 
Da auch die Gleichungen (2.) durch ,=y,, y;=9, erfüllt werden, so hat 
man, wenn man 


setzt, 


Demnach ist 


m m 
"= 2 fi und U,n=nSpi 
= = 


/ u Eiy) de. (=0,1,2,...) 


Setzt man, unter 4 eine der Zahlen 1,...m verstehend, 


c=0,..0,.,=0, o=—Il, GH=0,..m=0, 


Trta 


so wird 

W135 
berechnet man %,, %,,... aus der angeschriebenen Rekursionsformel, so 
stellt die Reihe 


= 
Y, . > U, 
v=0 


falls sie konvergiert, eine Lösung der Differentialgleichung (B) dar. 
Wie ın $6 hat man 


A: RE: 1 
7 — = —— e I) x % (m—1)k p; (—). (i=1,...m) 


Der Formel 
= en zer (1 
D()=—e® x 4(-,) 
entspricht, wenn man D durch Z, 9, durch y, ersetzt, die Formel 


| BEER BE 1 . 
E(y,) = — eo ze m—DE + mi °u() - 


= — em) gen? L; [23 ; 
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’ ' Bi 
wo rt, eine Potenzreihe von 2 darstellt. 
Setzt man 
u,=eI gr, (x), w=0,1,2,..) 


so Ist 
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1 
c) vr b,(.) ’ 
und die oben aufgestellte Rekursionsformel schreibt sich unter Benutzung 
der in $6 und $7 eingeführten Bezeichnungen: 


ungenau) [mean li)ar 


Diese Rekursionsforme! ist, von derselben Gestalt wie die in $ 7 
aufgestellte Formel, welche F,,,(z) durch F,(z) ausdrückt. Daher lassen 
sich aus der jetzigen Formel dieselben Schlüsse wie früher ziehen. Man 
iibersieht hiernach, daß die Sätze, welche in $$ 6—9 vermittels der Methode 
der sukzessiven Annäherungen gewonnen worden sind, auch mit Benutzung 
der Dinischen Integrationsmethode hergeleitet werden können. 

In seiner zweiten Arbeit (Annali di Matematica, 3. Serie, Bd. 3) 
beschäftigt sich Herr Din? mit dem Verhalten der Integrale linearer Differential- 
sleichungen für große reelle positive Werte von x, ohne, wie wir es hier 
tun, die Koeffizienten der Differentialgleichung als Potenzreihen vorauszu- 
setzen. Wollen wir den von Dini a.a. O0. 8. 136 ausgesprochenen Satz 
auf eine Differentialgleichung von der Form (B) anwenden, so müssen 
wir diese den einschränkenden Bedingungen k=0 und aj=:.-=a,=0 
unterwerfen. - Die letzte Bedingung hat zur Folge, daß =. =p,=0 
wird. (Der a. a. OÖ. S. 144—145 ausgesprochene Satz bezieht sich auf 
eine der letzten Bedingung nicht unterworfene Difierentialgleichung zweiter 
Ordnung.) Dini beschränkt sich auf diejenigen partikulären Integrale y, , 
bei welchen die bisher mit &,,...&,„ bezeichneten Integrationsgrenzen 
sämtlich gleich © angenommen werden können; dazu ist erforderlich, daß 


keine der Größen «,,...«, einen kleineren reellen Teil besitzt als «,. 


m 
Das Verhalten des allgemeinen Integrals für positive Werte von x ergibt 
sich also nur dann, wenn sämtliche Größen «,,... «,„ denselben reellen 
Teil besitzen. Bei Din: wird 2,=e”"” angenommen; dasselbe erreichen 
wir, wenn wir, unsere Zahl n gleich 1 annehmend, g;=e”i” setzen. — Es 
sei noch bemerkt, daß Dini seine Methode auch eh FR Fall mehrfacher 


Wurzeln der charakteristischen Gleichung ausdehnt. 


$ 12. 
Herr Ford hat (Annali di Matematica, Serie 3, Bd. 13) die Dinische 
Methode der Integration linearer Differentialgleichungen auf lineare Differen- 
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zengleichungen übertragen und über das Verhalten der Integrale linearer 
Differenzengleichungen für große Werte von x Sätze aufgestellt, welche 
Dinis Sätzen über Differentialgleichungen entsprechen. Die Fordschen 
’ i i ; 0 ul 
Sätze sind auf unsere Differenzengleichung (A,) nur dann anwelltber wenn 
a=0,... „=0, also 09, =0,...0,„=0 ist. Es werden nur diejenigen 
Fälle betrachtet, in welchen 54 =..-—=£,=w gesetzt werden kann. Das 
Verhalten des Integrals y, für große Werte von x ergibt sich demgemäß 
nur dann, wenn keine der Größen «,....«@,„ dem absoluten Betrage nach 
kleiner ist als «,. 

In einer soeben im 10. Bd. der Transactions of the American 
Mathematical Society erschienenen Arbeit behandelt Herr Ford nur lineare 
Differenzengleichungen zweiter Ordnung. Bei der Anwendung seiner jetzigen 
Methode auf unsere Differenzengleichung (A,) für m=2 ist die Annahme 
0, = 0a = 0 nicht mehr erforderlich, weil er durch geeignege Wahl von z, das 
erreicht, was wir mit g,=ea;z® erreichen würden. Im Falle @«, >, erhält 
er zunächst unser Integral y,, wobei & =&,=w gesetzt wird; das Integral 
%, findet er sodann, indem er das allgemeine Integral der Differenzen - 
gleichung zweiter Ordnung unter Benutzung eines bekannten partikulären 
Integrals durch Summation darstellt. Im Falle @, = «, , in welchem sich die 
beiden Integrale zusammen ergeben, bleibt noch eine einschränkende Voraus- 
setzung bestehen. | 

Die Note von Herrn Galbrun (Comptes rendus de l’Acad. des sciences, 
Paris, 5. April 1909) behandelt die asymptotische Darstellung sämtlicher 
Lösungen einer linearen Differenzengleichung m-ter Ordnung durch divergente 
Reihen; sie beschränkt sich, da sie die Zaplacesche Transformation benutzt, 
auf eine Differenzengleichung 

P,y(@+m) + P,y(e +m—1)+ + +P„-1y(z-+1)+P.y(2)=0, 
deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen 'p-ten Grades von x sind: 
P,.=a,a0-+e..; (i=1, ...m) 
die Wurzeln «,,...«„ der Gleichung 
Wa" +”! tr re. +, 18 +a,„=0 
werden voneinander und von Null verschieden vorausgesetzt. 
Es sei bemerkt, daß die allgemeinere Differenzengleichung, in welcher 


P;, (i=0,1,...m) eine ganze Funktion (p+ik)-ten Grades von x ist, nach 


v 


$ 5 durch die Substitution 
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ya) = (a4 1)" y’ (2) 
in eine Differenzengleichung übergeht, auf welche sich unter gewissen 
Voraussetzungen die Methode von Galbrun anwenden läßt. 

In 88 3—4 der Arbeit von Herrn Perron (Math. Annalen, Bd. 66) 
kommen Differenzengleichungen mit verschwindenden Wurzeln der charakteri- 
stischen Gleichung vor; unter gewissen Voraussetzungen über das Verhalten 
der Koeffizienten der Differenzengleichung für große z wird ein Satz über 
das Verhalten des allgemeinen Integrals und gewisser Partikulärintegrale 
für große x bewiesen. 

Die in $ 1—5 der hier vorliegenden Arbeit entwickelte Theorie 
wäre noch auf diejenigen Fälle auszudehnen, in welchen mehrfache, sowie 
verschwindende Wurzeln der charakteristischen Gleichung der Differenzen- 
gleichung (A) vorkommen. Es wäre die Form der die Differenzengleichung 
befriedigenden Reihen und die asymptotische Darstellung der Integrale auch 
in diesen Fällen zu untersuchen. 

Hier sei nur ein hierher gehöriger Satz ohne Beweis angegeben. 

In der Differenzengleichung (A) sei in der Bezeichnung von $5 
4„=,=+=ab ’=0, aW’+0; die charakteristische Gleichung 

a” +0" +. ta, ,0a=0 
habe neben der Wurzel «,=0 m-—-.1 voneinander und von Null verschiedene 
Wurzeln «,,... 0,1. Dann besitzt die Gleichung (A) außer m—1 Inte- 
gralen %,,...%,_ı von derselben Form wie in $5 ein Integral y„, für 
welches eine asymptotische Gleichung 


me (Tc+ al +4) 


gilt, wo 
AR an 
res 2. .n 
m—1 
ist*), b a 





*), Zu den in der Einleitung angeführten und zum Teil in $ 12 besprochenen 
Arbeiten über das Verhalten der Integrale linearer Differenzengleichungen für große 
Werte der Veränderlichen sind seit Vollendung der vorliegenden Arbeit die folgenden 
hinzugekommen: Perron, Über die Poincaresche lineare Differenzengleichung (Dieses 
Journal, Bd. 137). — Galbrun, Sur la reprösentation des solutions d’une öquation aux 
differences finies lin&aire pour les grandes valeurs de la variable (Comptes rendus de 


l'"Acad. des sciences, Paris, 6. Dezember 1909, 24. Januar 1910). 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 3. 26 
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Über die Uniformisierung beliebiger analytischer 


Kurven. 


Erster Teil: 
Das allgemeine Uniformisierungsprinzip. 


Von Herrn Paul Koebe in Göttingen. 
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Einleitung. 

Ist y(x) eine beliebige analytische Funktion, so heiße £ eine zu 
derselben gehörende uniformisierende Variable, wenn die zu ihrer Erklärung 
dienende analytische Funktion ?(z,y) eine einwertige Funktion ist, d.i. 
eine Funktion, die keinen Wert mehr als einmal annimmt. Es sind dann x (t) 
und y(t) simultan eindeutige analytische Funktionen. Zu der Funktion ?(x,) 
gehört eine Rriemannsche Fläche 2, welche man sich zweckmäßig über der 
Riemannschen Fläche F als Überlagerungsfläche ausgebreitet denkt. Die 
Fläche ? wird durch Vermittelung der Funktion !(x,y) umkehrbar ein- 
deutig und konform auf einen schlichten, d.i. einblättrigen Bereich T ab- 
gebildet, nämlich das Wertegebiet der Variablen i. Das Uniformisierungs- 
problem führt so auf die Aufgabe, eine beliebige schlichtartige Riemannsche 
Fläche, d. ı. eine Fläche, welche durch jeden inneren Rückkehrschnitt in 
getrennte Stücke zerfällt*), umkehrbar eindeutig und konform auf einen 
schlichten Bereich abzubilden. 

Um diese Aufgabe zu lösen, konstruieren wir überhaupt auf der 
allgemeinsten Riemannschen Fläche B, die auch nicht schlichtartig sein kann, 
diejenige Potentialfunktion U, welche in der Interpretation von Herrn Klein 
den Spannungszustand eines aus einer auf B in einem Punkte O aufge- 
setzten Doppelquelle entspringenden stationären elektrischen Stromes darstellt, 
eine Funktion, welche nach Herrn Helbert mathematisch durch eine fundamen- 
tale Minimaleigenschaft in Verbindung mit der in O bestehenden Un- 
stetigkeit vollständig charakterisiert ıst und unabhängig von der Minimal- 
eigenschaft einem von mir bereits irüher in Betracht gezogenen (nicht 
publizierten) Ansatze gemäß als Grenze U =lim U, von Potentialen U, für 


Nn=& 


Näherungsbereiche B, unter Einführung der Bedingung ‚normale Ableitung 
gleich Null‘‘ als Randbedingung aufzufassen ist. 

Ist V die zu U konjugierte Potentialfunktion, so vermittelt die 
Funktion U+:V im Falle der Schlichtartigkeit der Fläche B eine umkehr- 
bar eindeutige konforme Abbildung des Bereichs B auf einen schlichten 
Bereich, dessen Begrenzungslinien lauter zur Achse des Reellen parallele gerad- 
linige Strecken sind, von denen einzelne sich auch auf einen Punkt reduzieren 


*, Eine schliehtartige Fläche läßt sich also unmittelbar stetig (d. i. noch nicht 


konform) umkehrbar eindeutig auf einen schlichten Bereich abbilden. 
26* 
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können*). Die vollständige Begrenzungsmannigfaltigkeit dieses Schlitzbereichs 
hat den Inhalt Null, d. h. sie läßt sich in endlich viele geschlossene Kurven 
von beliebig kleinem Gesamtflächeninhalt einschließen. Die letztere Tat- 
sache ist darum in hohem Grade bemerkenswert, weil zufolge dieser Tat- 
sache z. B. jeder einblättrige unendlich-vielfach zusammenhängende Be- 
reich, der etwa nur von diskreten Punkten begrenzt wird, welche die 
Mächtigkeit des Kontinuums und einen von Null verschiedenen Inhalt haben**), 
umkehrbar eindeutig und konform auf einen anderen schlichten Bereich 
abgebildet werden kann, dessen Begrenzungsmannigfaltigkeit tatsächlich 
den Inhalt Null hat***), 

Es ist von besonderem Interesse, daß die erwähnte Abbildungs- 
eigenschaft der Funktion U-+:V als eine ‚unmittelbare Folge der Minimal- 
eigenschaft‘‘ demonstriert werden kann. 

Was den Existenzbeweis der Funktion U anbetrifft, so stütze ich 
mich wesentlich auf die Schwarz-Neumannschen kombinatorischen Methoden, 
vermöge deren wir uns fast unmittelbar in den Besitz der erwähnten Näherungs- 
funktionen U, setzen können. 

Wesentlich anders gestaltet sich eine von Herrn Albert gefundene Me- 
thode des Existenzbeweises; Hubert stützt sich dabei auf die von ihm in 
seiner Abhandlung ‚Über das Dirichletsche Prinzip“ entwickelten Methoden. — 

Unter den zu einer gegebenen analytischen Kurve (xz,y) gehörenden 
Uniformisierungstranszendenten t(x,y) sind diejenigen besonders ausgezeich- 
net, für welche die zugehörende Überlagerungsfläche & keine relativen Win- 
dungspunkte (Windungspunkte relativ zu F) besitzt und einfach zusammen- 
hängend ist. Die Variable £ ist in diesem Falle wesentlich durch die 
Eigenschaft charakterisiert, daß nicht nur z und y, sondern überhaupt 
jede relativ zum Gebilde (x,y) unverzweigte Funktion 7(z,y) eine ein- 
deutige Funktion von £ ist. Wird das Wertegebiet T dieser Variablen als 
Kreis normiert, so erhält man in den Funktionen x(t) und y(t) eindeutige 
automorphe Funktionen, welche bei einer gewissen Gruppe linearer Substi- 
tutionen ungeändert bleiben. Das hiermit bezeichnete Uniformisierungs- 


*) Es handelt sich also um die Übertragung eines für endlich-vielfach zusammen- 
hängende schlichte Bereiche von Schottky gefundenen Abbildungssatzes. 
**, Derartige Bereiche lassen sich bekanntlich leicht bilden. 
***, Fir endlich-vielfach zusammenhängende Bereiche ist dieser Satz trivial. 
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theorem war ın der Tat das erste auf beliebige analytische Kurven sich 
beziehende Uniformisierungstheorem, dem die Bemühungen der Forscher 
galten. Dieses Theorem wurde zum ersten Male 1907 durch Herrn Poincare 
und den Verfasser nach verschiedenen Methoden bewiesen*). 





*) Literatur: Ich erwähne in der folgenden Zusammenstellung nur diejenige 
Literatur, welche im engeren Sinne auf die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven 
Bezug hat bzw. als unmittelbare Voraussetzung derselben in Betracht kommt. 

H. A. Schwarz: „Über die Integration der partiellen Differentialgleichung Au = 0 
unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen.‘‘ Monatsberichte der 
Kgl. Akad. d. Wiss., Berlin, 1870. = Ges. Abhandlungen Bd. II, S. 144. 

C. Neumann: Abh. d. Kgl. sächs. Ges. d. Wiss., 1870, bzw.: „Vorlesungen über 
Riemanns Theorie der Abelschen Integrale.‘“ Leipzig (Teubner) 2. Auflage, 1884. 

H. Poincare: „Sur un th&or&me de la th&orie generale des fonctions.‘“ Bull. de 
la soc. math. de France, t. XI, 1883. 

Harnack: „Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials und der ein- 
deutigen Potentialfunktionen in der Ebene.“ Leipzig (Teubner) 1887. 

D. Hilbert: „Mathematische Probleme.‘“ Pariser Vortrag, Problem 22 ‚„Uniformi- 
sierung analytischer Beziehungen durch automorphe Funktionen.‘ Abgedruckt 
in Nachr. d. K. Ges. d. Wiss., Göttingen, math.-phys. Kl. (zitiert als „Gött. 
Nachr.‘‘) 1900, S. 253ff. sowie Archiv der Math. u. Phys. III, 1, S. 44. 

Derselbe: ‚‚Über das Dirichletsche Prinzip.“ Festschrift zur Feier des 150-jährigen 
Best. der Kgl. Ges. d. Wiss., Göttingen, 1901 = Math. Ann., Bd. 59, S. 161 ff. 

Osgood (1900), Broden (1905), Johansson (1905—1906). Vgl. die Literaturangaben 
in Math. Ann. Bd. 67, S. 148. 

P. Koebe (zitiert als K.): Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven.“ 
(Gött. Nachr., 12. Mai 1907. 

Povncare: „Sur l'uniformisation des fonctions analytiques.“ Acta math. Bd. 31. 
Erschienen November, gedruckt März 1907. 

K.: „Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. (Zweite Mitteilung.)“ 
Gött. Nachr., 23. November 1907. 

Poincare: „Sur l’avenir des math&matiques.‘ Atti del IV congresso internazionale dei 
matematici (Roma 1908) = Rendiconti del Circolo mat. diPalermo, T. 26 (1908). 

K.: „Über ein allgemeines Uniformisierungsprinzip.‘“ Atti del IV congr. intern. dei 
matem. (Roma 1908). Vol. II, S. 25. — „Über die Uniformisierung beliebiger 
anälytischer Kurven. (Dritte Mitteilung).‘“ Gött. Nachr., 11. Juli 1908. — 
„Fonetion potentielle et fonction analytique ayant un domaine d’existence donn& 
& un nombre quelconque (fini ou infini) de feuillets.“ Compt. Rend. de l’Acad. 
des Sciences, Paris, 1. juin 1909. — ‚‚Über die Uniformisierung der algebrai- 
schen Kurven I.“ Math. Ann. Bd. 67, 1909, insbesondere Abschnitt E, III. 

Hilbert: „Zur Theorie der konformen Abbildung.‘ Gött. Nachr., 17. Juli 1909. 

K.: „Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. Vierte Mit- 
teilung.“* Gött. Nachr., 31. Juli 1909. — ‚‚Über die Hilbertsche Uniformisierungs- 
methode.‘ Gött. Nachr., 26. Febr. 1910. (werte!) 
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Für reelle analytische Kurven haben neben den soeben erwähnten 
Uniformisierungstranszendenten diejenigen Uniformisierungstranszendenten 
“eine spezifische Bedeutung, bei welchen die Überlagerungsfläche & in zwei 
zu einander symmetrische einfach zusammenhängende Hälften zerfällt. 
Während erstere die Bedingung für die Möglichkeit biuniformer (bei al- 
gebraischen Kurven birationaler) Verwandtschaft analytischer Kurven über- 
haupt liefern, liefern letztere die analoge Bedingung für reelle biuniforme 
(birationale) Verwandtschaft reeller Kurven. 


Die Idee der Uniformisierung entwickelte sich historisch im unmittel- 
baren Zusammenhange mit der Fortbildung des Riemannschen Ideeenkreises, 
insbesondere in der Theorie der automorphen Funktionen*). Andererseits 
ist hervorzuheben, daß die Fragestellung des allgemeinen Uniformisierungs- 
problems sich vom Standpunkte der Weierstraßschen Funktionentheorie 
bereits am Eingange als ein allgemeines Grundproblem der Funktionen- 
theorie darbietet. In der Tat benutzt Weierstraß, um eine beliebige ana- 
Iytische Funktion ın ihrer ganzen Ausdehnung zu definieren, unendlich viele 
Hültsveränderliche £,,t,,t,,..., von denen jede einzelne i, ihm dazu dient, 
mittels zweier geeigneter eindeutiger Potenzreihen z=PV(t,), y=BP (t,) 
die Umgebung eines inneren Punktes des vollständigen monogenen Gebildes 
darzustellen oder, wie wir sagen können, zu wuneformisieren. Die Frage, 
ob es möglich ist, das ganze Gebilde (x, y) mit einem Schlage durch zwei 
eindeutige analytische Ausdrücke in einer Variablen i darzustellen, bezeichnet 
wesentlich unser allgemeines Uniformisierungsproblem. 

Das Uniformisierungsproblem erscheint so als eine Verbindung 
Weierstraßscher und Riemannscher Auffassung der Funktionentheorie. Die 
Klärung und Lösung dieses Problems auch für Funktionen mehrerer Variablen 
mag einer weiteren Entwicklung der Theorie der analytischen Funktionen 


als Ziel vorschweben **). 


R. Courant: „Über die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die Probleme 
der konformen Abbildung.‘ Dissertation, Göttingen 1910. — „Zur Begründung 
des Dirichletschen Prinzipes.‘“ Gött. Nachr. 28. Mai 1910. 

S. Johansson: „Über einige neuere Fragen aus der Theorie der konformen Ab- 
bildung.“ „Zur Theorie der Uniformisierung Riemannscher Flächen.‘ Acta 
soc. seient. Fennicae, T. 40, Nr. 1 und 2 (1910). 

*) Schwarz, Hermite, Schottky, Fuchs, Klein, Poincare. 1872—1884. 
**, Hilbert, Pariser Vortrag, a. a. O.; Powncare, Römischer Vortrag, a. a. O. 
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$1. Allgemeiner Begriff der zu einer analytischen Kurve gehörenden uni- 
formisierenden Variablen. Aufstellung des allgemeinen Uniformisierungsprinzips. 

Es sei y(x) eine beliebig gegebene analytische Funktion der kom- 
plexen Variablen z. Wir sprechen auch von der analytischen Kurve (z,y) 
oder dem analytischen Gebilde (x,y), um damit auszudrücken, daß im 
folgenden die beiden Variablen x und % eine wesentlich gleichberechtigte 
Rolle spielen werden. Als innere Punkte des Gebildes (z,y) bezeichnen 
wir diejenigen Stellen desselben, an welchen die Funktion y(r) den Cha- 
rakter einer algebraischen Funktion von x besitzt. Zu der Funktion y(z) 
gehört eine bestimmte Riemannsche Fläche F, welche über der xz-Ebene 
ausgebreitet ıst. Diese Riemannsche Fläche repräsentiert in ihrer Aus- 
dehnung und Vielblättrigkeit in umkehrbar eindeutiger Weise die Gesamt- 
heit aller derjenigen Stellen der Funktion (x), an welchen diese Funktion 
den Charakter einer algebraischen Funktion besitzt. Die Fläche F besteht 
somit für unsere Auffassung nur aus inneren Punkten. Als innere Punkte 
können dabeı Windungspunkte endlicher Ordnung in unendlich großer 
Zahl vorkommen. Hingegen sind Windungspunkte unendlich hoher Ordnung 
als Grenzpunkte der Fläche F anzusehen. 

Eine als Funktion des Ortes auf der Fläche F erklärte analytische 
Funktion f werden wir zweckmäßig, statt mit f(x), mit f(x, %) bezeichnen. 
In allgemeinster Weise können wir dann den Begriff der zu der analytischen 
Kurve (z,y) gehörenden uniformisierenden Variablen t folgendermaßen 
definieren. 

Definition: Eine Größe t heißt eine zu der Kurve (x, y) bzw. zu der 
Funktion y(z) oder Riemannschen Fläche F gehörende uniformisierende 
Variable, wenn t(x,y) eine solche Funktion des Ortes auf der Fläche F ist, 
welche niemals an zwei verschiedenen Stellen der Fläche F, mithin auch nicht 
an ewner und derselben Stelle der Fläche F in zwei verschiedenen relativen 
Zweigen, einen und denselben Wert annimmt. Die Funktion t(x,y) wird 
dabei im allgemeinen relativ zu F unendlich-vieldeutig sein. 

Offenbar sind die in vorstehender Definition angegebenen Bedin- 
gungen gleichbedeutend mit der Forderung, daß x(t) und y(t) simultan 
eindeutige Funktionen der Variablen it sein sollen in demjenigen Bereiche 
T der Variablen it, welcher definiert ist als der Bereich der von der 


Funktion t(z,y) angenommenen Werte. Zweckmäßigerweise werden wir 
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den Begriff der uniformisierenden Variablen noch in gewisser Weise ver- 
engern. Zunächst bietet sich die Unterscheidung zwischen den relativ un- 
verzweigten und den relativ verzweigten uniformisierenden Variablen dar. 
Definition: Eine uniformisierende Variable t heißt relativ ver- 
zweigt oder unverzweigt, je nachdem die zu ihrer Erklärung dienende 
analytische Funktion t(x,y) relativ zu F verzweigt oder unverzweigt ist. 
Ist t£ eine relativ unverzweigte uniformisierende Variable, so ver- 
langen wir jetzt von der Funktion t(x,y) noch, daß sie im ganzen Innern 
der Fläche F und zwar in allen ihren relativen Zweigen den Charakter 
einer rationalen Funktion von z,%y hat. Ist hingegen i(z,y) verzweigt, 
so beschränken wir uns zweckmäßig darauf, solche uniformisierenden Va- 
riablen in Betracht zu ziehen, für welche die relativen Verzweigungsstellen, 
wenn man sie sich auf F markiert denkt, eine solche Punktmenge M bilden, 
welche im Innern von F keinen Häufungspunkt besitzt. Letztere For- 
derung ist gleichbedeutend mit folgender Forderung: Es sollen in jedem 
durch wohldefinierte geschlossene Linien abgegrenzten Teilbereiche von F, 
dessen Begrenzungslinien ebenfalls im Innern von F verlaufen, nur endlich 
viele relative Verzweigungspunkte liegen, bei Berücksichtigung aller über- 
haupt vorhandenen, also im allgemeinen unendlich vieler Zweige der Funk- 
tion £(2,y). Abgesehen von den Punkten der Menge M, in welchen zu- 
gelassen wird, daß die Funktion ?(x,y) sich in ihren verschiedenen Zweigen 
von beliebig hoher endlicher oder von unendlich hoher Ordnung verzweigt, 
verlangen wir nun von der Funktion t(z,y), daß sie an allen anderen 
Punkten der Fläche F ın allen ihren relativen Zweigen den Charakter einer 
rationalen Funktion von x und y besitzt. Aus der Einwertigkeit der 
Funktion t(x, y) folgern wir sofort, daß diese Funktion in allen denjenigen 
relativen Verzweigungspunkten, in welchen sie sich von endlich hoher 
Ordnung verzweigt, den Charakter einer algebraischen Funktion von z 
besitzt. Aus der Einwertigkeit der Funktion t(z,y) ergibt sich auch die 
Bemerkung, daß diese Funktion in ihrer ganzen Ausdehnung auf F höchstens 
an einer Stelle bestimmt unendlich wird und in dieser Stelle dann genau 


von der ersten Ordnung. 

Betrachten wir jetzt die Funktionen x(t) und y(t). Wir haben 
bereits oben erwähnt, daß dieselben in dem Wertbereich 7 simultan ein- 
deutige Funktionen von { sind. Man erkennt auch leicht, daß der Bereich 
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T im Sinne der analytischen Fortsetzung überhaupt der vollständige 
simultane Existenzbereich der Funktionen x(t) und %4(t) ist, insbesondere 
dann, wenn die von uns oben angegebenen Beschränkungen des Begriffs 
der uniformisierenden Variablen zugrunde gelegt werden; d. h. es ist nicht 
möglich, beide Funktionen simultan über den Bereich T hinaus analytisch 
fortzusetzen. Sind t,(z,y) und t,(x,%) zwei verschiedene relative Zweige 
der Funktion {(x,y), so vermittelt die Funktion t,(t,) eine Transformation 
des Gebietes T in sich. Diese Transformation wird im allgemeinen nicht 
eine umkehrbar eindeutige Gebietstransformation sein. Die Funktionen x (t) 
und %(t) bleiben bei der genannten analytischen Transformation un- 
geändert. 

Ein besonders wichtiger Fall, der uns später allein näher inter- 
essieren wird, tritt ein, wenn die Substitution 1,=t,(t,), wie auch die 
relativen Zweige i, und ti, gewählt sind, stets eine umkehrbar eindeutige 
Transformation des Gebietes T in sich darstellt. An der Funktion t(z, %y) 
kann dieser Fall folgendermaßen charakterisiert werden. Gehen wir aus 
von einem Zweige £, der Funktion t(x,y), so wird es gewisse auf F ge- 
schlossene Wege geben, auf welchen sich die Funktion (x, y) reproduziert. 
Der Fall der umkehrbar eindeutigen Gebietstransformationen tritt dann 
und nur dann ein, wenn die Gesamtheit der soeben definierten Wege von 
der besonderen Wahl des Ausgangszweiges ?, nicht abhängt. Die Funktion 
t(z,y) heiße dann relativ regulär-vieldeutig. Wir betrachten nun alle in 
einem festen Punkte P auf F beginnenden geschlossenen Wege, indem wir 
zwei solche Wege als nicht verschieden gelten lassen, wenn sie durch 
stetige Deformation auf F in einander übergeführt werden können. Diese 
Gesamtheit von Wegen bildet eine Gruppe ®, insofern als man je 
zwei derselben zu einem einzigen geschlossenen Wege zusammensetzen 
kann, dadurch daß man sich die betreffenden beiden Wege nacheinander 
durchlaufen denkt. Ist nun 2(x,y) relativ regulär-vieldeutig, so er- 
hält man, wenn W irgendeinen speziellen der erwähnten geschlossenen 
Wege bezeichnet, ferner &, die Untergruppe derjenigen Wege bezeichnet, 
auf welchen sich t(x,y) reproduziert, den Satz, daß &, eine ausge- 
zeichnete Untergruppe der Gruppe © ist; denn durch W wird t,(z,%) 
entweder in sich selbst übergeführt oder in einen anderen Zweig t,. 
Der Zweig t, reproduziert sich dann auf den Wegen der Gruppe 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 3. 27 
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W"6&,W*) und nur auf diesen Wegen. Nun sollte bei einer relativ regulär- 
vieldeutigen Funktion die Gruppe der Wege, auf welchen sich die Funk- 
tion i(z,y) reproduziert, von der Wahl des Ausgangszweiges unabhängig 
sein, daher erhalten wir W"&,W=6,. Es gilt offenbar auch die Um- 
kehrung unseres Satzes, nämlich der Satz, daß eine uniformisierende Variable 
t=t(x,y), wenn die durch einen Zweig t, in der angegebenen Weise be- 
stimmte Gruppe ®, eine ausgezeichnete Untergruppe der Gruppe © ist, 
die Eigenschaft hat, den verschiedenen relativen Zweigen der Funktion ent- 
sprechend lauter umkehrbar eindeutige Transformationen des Wertegebietes 
T in sich zu liefern. 

Fassen wir nunmehr wieder den allgemeinen Begriff der zu einer 
analytischen Kurve (x,%y) bzw. der Riemannschen Fläche F gehörenden 
uniformisierenden Variablen ins Auge. Zu der Funktion t(xz,y) gehört 
eine bestimmte Riemannsche Fläche &, welche die relative Vieldeutigkeit 
der Funktion t(z,y) ebenso veranschaulicht, wie F die Vieldeutigkeit der 
Funktion y(z). Die Fläche & stellen wir uns jedoch zum Unterschiede 
von der Fläche F, welche wir relativ über der gewöhnlichen x-Ebene aus- 
gebreitet denken, als eine relativ über F ausgebreitete Fläche vor oder, 
wie wir auch sagen werden, als eine der Fläche F übergelagerte Fläche 
oder Überlagerungsfläche der Fläche F. Auf der Fläche & ist die Funktion 
t(x,y) eine nicht nur jeden Wert höchstens einmal annehmende Funktion, 
was sie bereits auf F, ja sogar relativ zur gewöhnlichen x-Ebene ist, 
sondern auch eine eindeutige Funktion, und wir erkennen unmittelbar aus 
diesen beiden Tatsachen, daß durch Vermittelung der Funktion t(z, y) 
die Fläche & umkehrbar eindeutig und konform auf das Wertegebiet 7 
der Variablen i abgebildet wird, welches seinerseits als ein schlichter, d. i. 
einblättriger Bereich vorzustellen ist. Nun hat jeder schlichte Bereich, 
gleichgiltig ob derselbe endlichen oder unendlich hohen Zusammenhang 
hat, die Eigenschaft, durch jeden geschlossenen ganz im Innern verlaufenden 
Rückkehrschnitt in zwei getrennte Stücke zu zerfallen. Diese Eigenschaft, 
welche durchaus dem Gebiete der Analysis situs angehört, überträgt sich 


wegen der umkehrbar eindeutigen Beziehung der Fläche T auf die Fläche 


& auf letztere Fläche. Die Fläche & ist, wie wir uns ausdrücken wollen, 





| *, Mit W-! wird der im umgekehrten Sinne durchlaufen zu denkende Weg W 
bezeichnet. 
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eine schlichtartige Riemannsche Fläche, d. i. also, um es nochmals zu sagen, 
eine solche endlich- oder unendlich - vielfach zusammenhängende, endlich- 
oder unendlich - vielblättrige Riemannsche Fläche, welche durch jeden auf 
ihr gezogenen geschlossenen Rückkehrschnitt in zwei getrennte Stücke 


zerfällt. 
Auf diese Weise erkennen wir, daß das Problem der Uniformisierung 


der analytischen Kurve (z,y) bzw. der Funktion y(z) oder Riemannschen 
Fläche F ın zwei Probleme zerlegt werden kann, ein Problem der Analysis 
situs und ein Problem der konformen Abbildung: 

Das Analysis-situs-Problem der Uniformisierungstheorie: 
Es sollen die zu F gehörenden schlichtartigen Überlagerungsflächen $ ge- 
funden werden. 

Das Abbildungsproblem der Uniformisierungstheorie: Es 
soll der Nachweis geführt werden, daß eine schlichtartige Riemann sche Fläche 
stets umkehrbar eindeutig und konform auf einen schlichten Bereich abgebildet 
werden kann. 

Insofern durch das erste Problem nicht mehr und nicht weniger 
zum Ausdruck gebracht wird als die vom topologischen Standpunkte un- 
erläßliche Bedingung, der irgendeine Uniformisierungstranszendente £(z, y) 
genügen muß, können wir unter der Voraussetzung, daß das zweite Problem 
vollständig erledigt ist, was unten geschehen wird, folgendes allgemeine 
Prinzip aussprechen. 

Das allgemeine Uniformisierungsprinzip*): Jede topologisch 
mögliche Uniformisierung einer analytischen Kurve (z,y) kann auch funk- 
tvonentheoretisch verwirklicht werden. 


$2. Das Analysıs-situs-Problem der Uniformisierungstheorie. 


Die Aufgabe, alle schlichtartigen Überlagerungsflächen der gegebenen 
Riemannschen Fläche F zu konstruieren, hat in dieser Allgemeinheit kein 
besonderes Interesse. Wir wollen hier zunächst einige Beispiele schlicht- 
artiger Überlagerungsflächen betrachten, Beispiele, bei welchen die gegebene 
Fläche F selbst keiner Beschränkung unterworfen wird. Später, im zweiten 


*, Vgl. meinen Römischen Vortrag 1908. Zum ersten Male bewiesen habe 
ich das Prinzip bzw. das genannte Abbildungstheorem in meiner ‚dritten Mitteilung‘“ 


1908 a.a. 0. 
27* 
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Teile dieser Abhandlung, werden wir auf die wichtigsten Überlagerungs- 
flächen einzugehen haben, die zu der Grundfläche F gehören. Diese wich- 
tigsten Überlagerungsflächen sind einfach zusammenhängend und von selbst 
relativ regulär. 

Die schlichten Überlagerungsflächen &, welche wir jetzt betrachten 
wollen, sind, ebenso wie die im zweiten Teile betrachteten Überlagerungs- 
flächen, relativ regulär, sodaß, wenn irgend zwei relativ zu F koinzi- 
dierende Punkte einer solchen Fläche betrachtet werden, die verschiedenen 
relativen Blättern letzterer Fläche angehören, diese Koinzidenzbeziehung 
sich als eine umkehrbar eindeutige Punkttransformation der Fläche & in 
sich darstellt. 

Wir betrachten zunächst ein Beispiel einer relativ regulären Über- 
lagerungsfläche $ der Fläche F, bei welcher die Fläche $& keine relativen 
Windungspunkte besitzt, darauf ein Beispiel, in welchem die betreffende 
Fläche $’ ebenfalls relativ regwWlär ist und in vorgeschriebenen Punkten der 
Fläche F in allen ihren relativen Blättern (Blättern der Fläche &’) Win- 
dungspunkte vorgeschriebener endlicher oder unendlich hoher Ordnung besitzt, 
wobei die Ordnungszahl für jede einzelne der auf F gegebenen Windungs- 
stellen besonders vorgeschrieben ist. 

Um die Fläche & ohne relative Windungspunkte zu erhalten, denken 
wir uns die Fläche F als Grenze von endlich-vielblättrigen, endlich-vielfach 
zusammenhängenden Näherungsflächen mit wohldefinierten Begrenzungs- 


linien dargestellt: 
F =lım F,, 


n=o 


wobei FR <F,<F,<... sein soll. Die Fläche F,,, enthält also jedesmal 
die Fläche F, in ihrem Innern. 

Ist die Fläche F bereits schlichtartig, so kann diese selbst als 
Fläche & genommen werden. Ist aber die Fläche F nicht schlichtartig, 
so können auch die Näherungsflächen F,,F,,F,,... nicht alle schlichtartig 
sein. Es wird vielmehr einmal die Ordnungszahl des Zusammenhanges 
der Fläche F, größer werden als die Anzahl der Begrenzungslinien dieser 
Fläche. 

Wir konstruieren nun auf F, soviel geschlossene, voneinander ge- 
trennte innere Rückkehrschnitte, daß vermöge dieser Rückkehrschnitte, 
die Fläche F, in eine schlichtartige Fläche F, verwandelt wird. Die An- 
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zahl dieser Rückkehrschnitte sei r,. Darauf betrachten wir die Fläche F, 
und ziehen unter Beibehaltung der soeben gezogenen r, Rückkehrschnitte 
r, weitere, ganz außerhalb F, verlaufende Rückkehrschnitte, bis auch die 
Fläche F, in eine schlichtartige Fläche F, verwandelt ist. Die Fläche F, 
wird durch Hinzunahme von r, weiteren, ganz außerhalb F, verlaufenden 
Rückkehrschnitten in eine schlichtartige Fläche F, verwandelt usw. Das 
Verfahren setzen wir in infinitum fort und erkennen dabei unmittelbar, 
daß die Fläche F vermöge dieses Aufschneidungsprozesses in eine schlicht- 
artige Fläche F’ verwandelt wird, welche, allgemein zu reden, unendlich 
viele Paare geschlossener Begrenzungslinien aufweist, die ganz innerhalb 
F verlaufen. Die Fläche F’ kann noch nicht als Überlagerungsfläche & 
benutzt werden, eben wegen der genannten inneren*) Begrenzungslinien. 
Wir gelangen jedoch von der Fläche F aus durch folgenden einfachen 
Überlagerungsprozeß zu einer schlichtartigen Überlagerungsfläche &. 

Wir stellen uns vor, daß wir die Fläche F’’in unendlich vielen 
Exemplaren zur Verfügung haben. Wir gehen dann aus von einem Exem- 


(0) 
plare F’=F’ und heiten an jede der 2r, +2r, +++» inneren Begrenzungs- 
linien dieser Fläche je ein Neuexemplar F’ an, so zwar, daß wir immer 


gegenüberliegende Ufer zusammenheften. Nach diesem ersten Heftungs- 
(0) 
prozeß sind sämtliche innere Begrenzungslinien der Ausgangsfläche F’ ver- 


schwunden; statt dessen haben wir eine aus, allgemein zu reden, unend- 


a) 
lich vielen Exemplaren F’ gebildete neue Fläche F’ erhalten, welche ihrer- 
seits unendlich viele Begrenzungslinien besitzt, von denen jede einzelne ebenfalls 
relativ zu F mit einem der auf F gezogenen Rückkehrschnitte koinzidiert. 


Jeder einzelne der Rückkehrschnitte wird in diesem Sinne durch unendlich 
(1) (1) 
viele verschiedene Begrenzungslinien von F’ vertreten sein. Aus F’ bilden 


(2) 
wir nun eine Fläche F’, indem wir an jede innere Begrenzungslinie der 
ersteren Fläche wiederum je ein Neuexemplar F’ anheften. Ebenso finden 


(2) (8) 
wir aus F’ eine Fläche F’ usw. Die Fläche 
(n) 
& = lim F’ 


n=o 


ist dann unsere gesuchte Fläche &. Diese Fläche ist schlichtartig, weil 


*, d. i. relativ zu F innerhalb F verlaufenden. Auch im folgenden werden 
wir uns der Bezeichnung ‚‚innere Begrenzungslinven‘“ in diesem Sinne bedienen. 
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jede Näherungsfläche F schlichtartig ist; auch ist unmittelbar einzusehen, 
daß die Fläche & relativ regulär ist. Es geht nämlich in den Bau der 
Fläche & jedes benutzte Exemplar F’ offenbar gleichberechtigt ein, sodaß 
man die Fläche & auch, ausgehend von jedem benutzten Exemplar F’ 
nach demselben Zusammenheftungsgesetze wieder gewinnen würde. 

Es ist wichtig, die Fläche & als Grenze endlich-vielfach zusammen- 
hängender, endlich-vielblättriger Näherungsflächen mit wohldefinierten Be- 


grenzungslinien darzustellen. Die Näherungsflächen F genügen dieser Be- 
dingung nicht. Um der gestellten Forderung zu genügen, knüpfen wir an 
die Flächen F<F3<Fi<... an. Die Fläche F/ besitzt außer den Be- 
grenzungslinien von FR 2r,+.--+2r, Rückkehrschnittbegrenzungslinien, 
welche den obigen r, -+ ++» +r„ Rückkehrschnitten entsprechen. Wir können 


(n) 
nun ebenso, wie wir vorher aus F’ die Fläche F’ bildeten, aus F/ eine 
(n) 


Fläche F/ bilden, wobei jetzt als Heftungslinien nur solche Begrenzungs- 
linien in Betracht kommen, die mit den erwähnten Rückkehrschnitten 


(n) (n) 
koinzidieren. Die Fläche F/ ist endlich-vielblättrig, und es ist, da F} offen- 


(n) 

bar ein Teilbereich des Bereichs F” ist, 
(n) 
& = lim F}. 


Anmerkung: Anstatt die Flächen F,,F,,F,,... nach getrennten 
Rückkehrschnitten aufzuschneiden, kann man dieselben auch, wie dies in 
der Theorie der Abelschen Integrale üblich ist, nach Rückkehrschnittpaaren 
mit je einem Kreuzungspunkte aufschneiden. Ferner kann man, nachdem 
die Aufschneidung längs Rückkehrschnittpaaren erfolgt ist, beispielsweise die 
Kreuzungspunkte der jeweilig hinzukommenden r, ,r3,73,... Rückkehrschnitt- 
paare nach je einem Punkte zusammenziehen, sodaß die betreffenden 
Y1,7g,f3,... Paare sich je zu einer kanonischen Zerschneidung vereinigen. 
Auch die in solcher Weise aufgeschnittene Fläche F, welche ebenfalls 
schlichtartig ist, läßt sich als Grundexemplar zur Bildung einer schlicht- 
artigen relativ regulären Überlagerungsfläche ohne relative Windungspunkte 
verwenden nach Analogie des Kleinschen Kompositionsprinzips*). 


*, Klein, Neue Beiträge zur Riemannschen Funktionentheorie. Math. Ann. 
Bd. 21 (1882). Ich verweise auch auf meine Abhandlungen über die Uniformisierung der 
algebraischen Kurven II, Math. Ann. Bd. 69, sowie III (noch nicht erschienen). 
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Ich will nunmehr auch ein Beispiel einer schlichtartigen, relativ 
regulären Überlagerungsfläche mit auf F vorgeschriebenen Windungspunkten 
vorgeschriebener Ordnung konstruieren. 

Ich knüpfe zu dem Zwecke an die oben zugrunde gelegte Dar- 
stellung F=lım F, der Fläche F an, mache jedoch jetzt bezüglich der 


n=n 


Wahl der Näherungsflächen F, eine einschränkende Bedingung. Diese Be- 
dingung ist folgende: Es soll keine der Begrenzungslinien von F, auf der 
Fläche F ein zusammenhängendes, außerhalb F, liegendes inneres Stück 
der Fläche F vollständig abgrenzen. Um dies deutlicher zu verstehen, 
denke man sich etwa aus der Näherungsfläche F, eine kleine Kreisscheibe 
ausgeschnitten, wobei F, eine Begrenzungslinie mehr erhalten wird. Die 
Fläche F, würde jedenfalls dann nicht mehr der gestellten Bedingung ge- 
nügen, eben darum weil die erwähnte Kreislinie die genannte Kreisscheibe 
abgrenzt. Im allgemeinen Falle ist das betreffende abgegrenzte Flächen- 
stück endlich-vielfach zusammenhängend zu denken. 

Um eine Darstellung F=lim F, zu erhalten, für welche bei allen 


Nn=%X 


Näherungsflächen F, die erwähnte Bedingung erfüllt ist, können wir ein- 
fach folgendermaßen verfahren. Wir betrachten die Flächen F,,F,,... der 
Reihe nach. Sobald eine Näherungsfläche kommt, welche eine oder 
mehrere unerlaubte Begrenzungslinien besitzt, schließen wir diese Fläche 
über die erwähnten unerlaubten Linien hinweg ab, indem wir die durch 
diese Linien jedesmal begrenzten Flächenteile von F zu der betreffenden 
Näherungsfläche hinzunehmen. Dadurch entsteht eine neue Folge von 
Näherungsflächen, für welche wir die Bezeichnungen F,,F,,... beibehalten 
wollen. Die neuen Näherungsflächen genügen dann durchweg der oben 
gestellten speziellen Bedingung. 

Nunmehr denken wir uns auf F irgendeine Punktmenge M mar- 
kiert, für welche jedoch keiner der etwa vorhandenen Häufungspunkte mit 
einem inneren Punkte von F zusammenfällt. Von der Menge M werden 
demzufolge in jedem Näherungsbereiche F, nur endlich viele Punkte liegen, 
und es ist also die Punktmenge M abzählbar. Jedem Punkte der Menge 
M denken wir uns noch eine positive ganze Zahl als Windungszahl zu- 
geordnet, welche auch unendlich sein kann. Diese Windungszahl soll an- 
geben, wieviel relative Blätter der jetzt zu konstruierenden relativ regu- 
lären Fläche &’ in dem betreffenden Punkte jedesmal zusammenhängen. 
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Wir konstruieren wieder die oben erwähnten r, +73 -+73++-- Rückkehr- 
schnitte, durch welche die Fläche F in eine schlichtartige Fläche F’ ver- 
wandelt wird. Außerdem konstruieren wir jetzt von jedem Punkte der 
Menge M aus eine Linie, welche, wenn man sie weiter und weiter verfolgt, 
schließlich aus jedem der Bereiche F, austritt, indem sie sich gewisser- 
maßen der Grenze der Fläche F unbegrenzt nähert. Die Konstruktion 
dieser Linien bietet keine prinzipielle Schwierigkeit dar. Man gehe etwa 
von den Punkten der Menge M aus, welche in F, liegen, und konstruiere 
zunächst von diesen Punkten aus getrennt verlaufende Einschnitte nach 
der Begrenzung von F, hin. Darauf setze man diese Einschnitte in F, bis 
zur Begrenzung von F, fort, ohne nochmals nach F, zurückzukehren. 
Gleichzeitig konstruiere man von den in F, neu hinzugekommenen Punkten 
der Menge M aus nach der Begrenzung von F, hin je einen weiteren Ein- 
schnitt, so daß jeder dieser Einschnitte ganz außerhalb F, verläuft und 
keinen der früher gezogenen Schnitte trifft. Übergehend zu F, setze man 
zunächst die bereits gemachten Schnitte in F, je bis zu einem Begrenzungs- 
punkte in F, fort, ohne dabei wieder nach #, zurückzukehren, und gleich- 
zeitig mache man von den neu hinzugekommenen Punkten der Menge M 
neue Einschnitte nach der Begrenzung von F,, die ganz außerhalb F, ver- 
laufen. Das Verfahren läßt sich offenbar in infinitum fortsetzen und zwar 
so, daß alle gezogenen Rückkehrschnitte und Einschnitte durchaus ge- 
trennt verlaufen. Auf diese Weise wird die Fläche F’ in eine ebenfalls 
schlichtartige Fläche F” verwandelt, deren innere Begrenzungslinien teils 
geschlossen, teils ungeschlossen sind. Erstere rühren von den Rückkehr- 
schnitten her und treten paarweise auf, letztere von den Einschnitten, und 
wir unterscheiden bei letzteren zwei längs jedes Einschnitts sich gegenüber- 
liegende Hälften einer solchen Linie, die. wir als die beiden Seiten dieser 
Begrenzungslinie bezeichnen wollen. 

Die Fläche F’” dient uns nun als Grundexemplar zum Aufbau der 
Fläche &, Wir denken uns zunächst an jede Rückkehrschnitt-Begren- 
zungslinie, sowie an jede Einschnittseite je ein Neuexemplar F”’ angeheftet, 


() 
wodurch F” in eine Fläche F’ verwandelt wird, die ebenso wie F” schlicht- 


artig ist. Darauf denken wir uns an jede Rückkehrschnitt-Begrenzungs- 
(ı) 
linie, sowie an jede Einschnittsseite von F” je ein Neuexemplar F’” an- 
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geheftet, wodurch aus F' eine Fläche Fr" entsteht, die wiederum schlicht- 
artig ist. Das Verfahren kann in infinitum fortgesetzt werden, indem 
man dabei noch folgende Vorschrift beachtet: Sobald vermöge der Aneinander- 
heftungen einer der Punkte der Menge M zu einem Windungspunkte der 
gewünschten Windungszahl geworden ist, wird dieser Punkt dadurch in 


einen inneren Punkt der betreffenden Fläche F' verwandelt, daß man die 
von diesem Punkte ausgehenden beiden Einschnittseiten in den betrefien- 
den Blättern zusammenheftet. Soll der Windungspunkt ein solcher un- 
endlich hoher Ordnung werden, so hat man diese Regel einfach außer Acht 
zu lassen. 
Die so entstehende Fläche 
(n) 


&’=lım F” 


wird in der Tat eine schlichtartige Überlagerungsfläche der Fläche F, welche 
die vorgeschriebenen relativen Windungspunkte besitzt und relativ regulär ist. 

Man kann verlangen, auch die Fläche &’, ebenso wie vorher die 
Fläche &, als Grenze endlich-vielblättriger, endlich-vielfach zusammen- 
hängender Näherungsflächen darzustellen. Man erhält eine solche Dar- 
stellung sofort in der Gestalt (n) 

&’=lim FY, 
n=o» (n) 


(n) 
wobei F/ aus F, in derselben Weise entsteht, wie F” aus F. Die bei 


dem Heftungsprozeß behufs Bildung der Fläche F’ zu benutzenden Rück- 
kehrschnitte und Einschnitte wird man dabei zweckmäßig als dieselben 
Rückkehrschnitte und Einschnitte wählen, welche auf F, bereits ge- 
zogen sind. 


8 3—14. Das Abbildungsproblem der Uniformisierungstheorie. 
$ 3. Allgemeine Begriffsbestimmungen über unendlich - vielfach zusammen- 


hängende Bereiche. Übersicht über die Entwicklungen in $ 4—11 und $13. 

In den folgenden Paragraphen 4—11 und. 13 handelt es sich 
darum, nachzuweisen, daß man jede schlichtartige Fläche B, d. ı. also 
eine solche Riemannsche Fläche, welche durch jeden auf ihr gezogenen 
Rückkehrschnitt in zwei Stücke zerfällt, umkehrbar eindeutig und konform 
auf einen schlichten d. ı. einblättrigen Bereich S abbilden kann. Dieser 
Nachweis ist unter den denkbar allgemeinsten Voraussetzungen zu erbringen. 

Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 3. 28 
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Der Bereich B wird im allgemeinen unendlich-vielfach zusammenhängend 
sein und unendlich viele Windungspunkte besitzen, welche jedoch alle von 
endlicher Ordnung sind, da Windungspunkte unendlich hoher Ordnung als 
Grenzpunkte anzusehen sind. Der Bereich B ist im allgemeinen unendlich- 
vielblättrig, und es brauchen überhaupt keine Begrenzungslinien oder Grenz- 
punkte dieser Fläche vorhanden zu sein. Für die Methode, welche wir 
im folgenden zur Lösung des genannten Abbildungsproblems entwickeln 
werden, ist es wesentlich, daß wir die Aufgabe insofern noch spezieller 
fassen, als wir noch eine bestimmte Form der Begrenzung des Bereichs 
S vorschreiben. Der Bereich S soll nämlich den unendlich fernen Punkt 
in seinem Innern enthalten und von lauter zur Achse des Reellen parallelen 
geradlinigen Strecken begrenzt sein, wobei jede einzelne Strecke sich auch auf 
einen Punkt reduzieren kann. 

Um den Sinn der letzteren Aussage präziser zu erfassen, stellen 
wir uns den Bereich 5 als Grenze endlich-vielfach zusammenhängender 
Näherungsbereiche 8, <.S,<Z8,<..- vor, von welchen jeder vorhergehende 
als Teil im folgenden enthalten ist. Jede einzelne geschlossene Begrenzungs- 
linie eines der Näherungsbereiche kann man sich etwa aus endlich vielen 
teils zur Achse des Reellen, teils zur Achse des Imaginären parallelen 
geradlinigen Strecken begrenzt denken. Die Begrenzungslinien der Bereiche 
S, seien ferner aus lauter inneren Punkten des Bereichs $ gebildet wie 
überhaupt von dem Bereiche $, ebenso wie von dem Bereiche B, lediglich 
die inneren Punkte als zum Bereiche gehörig betrachtet werden sollen. 

Betrachten wir irgend zwei voneinander verschiedene Grenzpunkte 
P, und P, des Bereichs $S, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Erster 
Fall: die beiden Punkte P, und P, werden für jedes n von einer und 
derselben Begrenzungslinie des Bereichs $, umschlossen. Zweiter Fall: 
die beiden Punkte ?, und P, werden von einem gewissen n ab stets von 
zwei verschiedenen Begrenzungslinien des Bereichs S, umschlossen. Im 
ersten Falle sagen wir, die Punkte P, und P, gehören einer und derselben 
Einzelgrenze des Bereichs S an, im zweiten Falle, sie gehören zwei ver- 
schiedenen Einzelgrenzen des Bereichs S an. Die Begrenzung des Bereichs 
S zerfällt dementsprechend in eine Menge von Einzelgrenzen, die wir auch 
als die einzelnen Begrenzungslinien des Bereichs S bezeichnen. Eine ein- 
zelne Begrenzungslinie des Bereichs S kann sich auch auf einen Punkt 
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reduzieren. Die Mannigfaltigkeit der einzelnen Begrenzungslinien des Bereichs 
S hat, allgemein zu reden, die Mächtigkeit des Kontinuums. Um eine ein- 
zelne Begrenzungslinie des Bereichs S zu definieren, kann man eine 
Folge von lauter ineinander geschachtelten Begrenzungslinien der Bereiche 
S,,8g, 83, ... betrachten, wobei die n-te Begrenzungslinie dem Bereiche 
S, angehören soll. Sei A,, Ag, As,... 
einfach zusammenhängende Bereich der S-Ebene, von dem jeder einzelne 
Punkt außerhalb einer und daher unendlich vieler der erwähnten Linien A 
liegt, zur vollständigen Begrenzung eben die durch die Folge A,,A,,... 
definierte Einzelgrenze von S haben. 

Unsere oben gestellte Bedingung, daß der Bereich $ von lauter 
zur Achse des Reellen parallelen geradlinigen Strecken begrenzt sein soll, 
ist nun so zu verstehen: Es soll jede einzelne Begrenzungslinie eine zur 
Achse des Reellen parallele geradlinige Strecke (Schlitz) von endlicher 
Länge sein, welche sich auch auf einen Punkt reduzieren kann; alle diese 
Schlitze sollen, insofern als der unendlich ferne Punkt innerer Punkt des 


eine solche Folge, so wird derjenige 


Bereichs S sein soll, in einem endlichen Bezirke der Ebene enthalten sein. 

Eine mit der soeben gegebenen Definition völlig gleichwertige De- 
finition unseres allgemeinen Schlitzbereichs ist die folgende: Es soll, wenn 
mit m, m$,...,m$? die Schwankungen (Unterschiede zwischen größtem 
und kleinstem Wert) der imaginären Koordinate auf den einzelnen Be- 
grenzungslinien von S, bezeichnet werden, ferner mit m, der größte unter 
den genannten » Werten, folgende Limesgleichung bestehen 


lim m,=0. 
n=an 


Die Übereinstimmung dieser Definition mit der vorhergehenden ist leicht 
zu erkennen und bedarf keiner näheren Erläuterung. 

Der einfachste Fall unseres Abbildungsproblems tritt ein, wenn die 
Fläche B endlich-vielfach zusammenhängend und endlich-vielblättrig ist, 
dazu nur endlich viele innere Windungspunkte und wohldefinierte, ge- 
schlossene analytische Begrenzungslinien besitzt. In diesem Falle be- 
stimmen wir diejenige Potentialfunktion U, welche in einem Punkte O 


(£=%,4Y4=%)*) im Innern von B unstetig wird wie 


*) Mit x y werden jetzt die gewöhnlichen rechtwinkligen Kartesischen Koor- 
dinaten in der Ebene des abzubildenden Bereichs bezeichnet, mit r, g die Polarkoordinaten 
des Punktes mit den rechtwinkligen Koordinaten x, yin bezug auf den Punkt O als Zentrum. 


28° 
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C—% 

(+ Yy—y0) 

im übrigen auf der ganzen Fläche B eindeutig ist und auf der ganzen 
Begrenzung die Randbedingung ‚normale Ableitung gleich Null‘ erfüllt, eine 
Aufgabe, deren Lösung mittels der Schwarz-Neumannschen kombinatorischen 





rc y= 


Methoden bei Hinzunahme der Rückseite des betreffenden Bereichs in ein- 
fachster Weise gefunden wird. Die so gebildete Funktion U hat in der 
Interpretation von Herrn Klein die physikalische Bedeutung, daß sie den 
Spannungszustand darstellt, welcher einem aus einer in O befindlichen 
Doppelquelle entspringenden stationären elektrischen Strome entspricht, 
wenn längs aller Begrenzungslinien Isolierungen angebracht sind. 

Verstehen wir jetzt unter B die allgemeinste Riemannsche Fläche, 
welche auch nichtschlichtartig sein kann, so ist es im Hinblick auf die er- 
wähnte physikalische Bedeutung naheliegend, für die Fläche B die ent- 
sprechende Funktion U als Grenze der zu Näherungsflächen B<B,<B,<.-: 
des Bereichs B gehörenden Strömungsfunktionen U,, U,, U,,+-- zu kon- 
struieren. Diesen Nachweis führen wir unten in folgender Weise. 

Wir umgeben den Punkt O auf B mit einer kleinen Kreislinie %, 
mit dem Radius oe und O als Mittelpunkt. Mit X, bezeichnen wir die 
von k, begrenzte Kreisfläche auf B, mit B, die Fläche (B—K,), ferner 
mit B,, die Fläche (B,—K,). Den Punkt O denken wir uns in B, ge- 
wählt. Wir konstruieren nun zunächst, indem wir längs k, eine eindeutig 
bestimmte Folge von Randwerten vorschreiben, diejenige Potentialfunktion 
u„, welche in B,,, eindeutig erklärt ist, auf %k, die genannten Randwerte 
annimmt und auf den übrigen Begrenzungslinien von B,,, d.s. zugleich 
die Begrenzungslinien von B,, die Randbedingung ‚normale Ableitung gleich 
Null“ erfüllt. Darauf beweisen wir die gleichmäßige Konvergenz der Folge 
U; Ug,... . Die Grenzfunktion lim „= ist eine in B, eindeutige Potential- 


n=» 


funktion, welche auf k, die vorgeschriebenen Randwerte annimmt und bei 
welcher an Stelle der Randbedingung ‚normale Ableitung gleich Null‘, die 
im allgemeinen Falle ihren Sinn verlieren wird, eine fundamentale und 
zusammen mit der Randbedingung auf k, für die Funktion völlig charak- 
teristische Minimaleigenschaft tritt. Nachdem die erwähnte Aufgabe für 
den Bereich B, gelöst ist, wird die gesuchte Funktion U nach den Schwarz- 
Neumannschen Prinzipien der gürtelförmigen Verschmelzung gefunden, 
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wobei es sich zeigt, daß man mit der erwähnten Minimaleigenschaft wie 
mit einer  Randbedingung operieren kann. Von der Funktion U er- 
gibt sich aus dem Verfahren zu ihrer Herstellung sofort, daß U=lmD, 


ist, unter U,,ÜU,,... die oben erklärten Näherungspotentiale verstanden. 
Die für die Funktion % bestehende Minimaleigenschaft überträgt sich auf 
die Funktion U als die Helbertsche Minimaleigenschaft dieser Funktion. 


Wir machen von der Minimaleigenschaft der Funktion U wesent- 
lich Gebrauch, um zu beweisen, daß die Funktion U-+:V, unter V die 
zu U konjugierte Potentialfunktion verstanden, im Falle der Schlicht- 
artigkeit der Fläche B eine konforme Abbildung dieser Fläche auf einen 
schlichten Schlitzbereich S leistet, für welchen sich noch eine fundamentale 
metrische Bedingung ergibt, nämlich die folgende Bedingung: Die voll- 
ständige Begrenzungsmannigfaltigkeit des Bereichs S hat den Inhalt Null, 
d. h.: es ist möglich, sie in endlich viele geschlossene Kurven von beliebig 
kleinem Gesamtflächeninhalt einzuschließen *). 


$ 4. Lösung einer speziellen Randwertaufgabe der Potentialtheorie nach 
Schwarz-Neumannschen Prinzimen**). 


Es sei irgend ein Bereich ® gegeben, endlich-vielblättrig, endlich- 
vielfach zusammenhängend, mit nur endlich vielen inneren Windungspunkten 
und von bestimmten geschlossenen Linien begrenzt, von denen jede einzelne von 
endlich vielen analytischen Stücken, etwa lauter geradlinigen Stücken, ge- 
bildet wird. Jede einzelne Begrenzungslinie von 8 sei in endlich viele 


*, An Stelle der einen Unstetigkeit r!cos@ kann man auch zwei vonein- 
ander verschiedene entgegengesetzt gleiche logarıthmische Unstetigkeiten einführen oder 
auch zwei voneinander verschiedene entgegengesetzt gleiche Arcustangens-Unstetigkeiten. 
Die konforme Abbildung der schlichtartigen Fläche B findet dann im ersten Falle 
auf einen schlichten Bereich statt, welcher den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt 
in seinem Innern enthält und dessen einzelne Begrenzungslinien sämtlich auf ihrer 
Verlängerung den Nullpunkt enthalten, im zweiten Falle auf einen ebenfalls den 
Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthaltenden Bereich, von 
dem jede einzelne Begrenzungslinie ein Kreisbogen mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt 
ist. Auf diese Erweiterungen gehe ich in dieser Abhandlung nicht näher ein. Ich 
verweise bezüglich derselben auf meine „vierte Mitteilung“, Gött. Nachr. 1909. 


**, Wir fassen diese Aufgabe wegen des ihr zukommenden Interesses hier 
etwas weiter, als wir tatsächlich hernach von ihr Gebrauch machen werden. 
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Teile geteilt, evtl. auch ungeteilt gelassen, und es seien auf den einzelnen 
Teilen entweder die Randwerte der gesuchten Potentialfunktion u gegeben, 
oder aber die Bedingung ‚normale Ableitung gleich Null“. Statt letzterer 
Bedingung kann man auch sagen: die konjugierte Potentialfunktion soll 
längs des betreffenden Begrenzungsteils einen (unbekannten) konstanten 
Wert haben. Die gesuchte Funktion u soll ferner in der ganzen Fläche % 
eindeutig sein und ihrem absoluten Betrage nach im ganzen Gebiete unter- 
halb einer endlichen Schranke bleiben. Die letztere Angabe ist namentlich 
wegen der auf dem Rande befindlichen Teilpunkte gemacht, sowie auch 
wegen etwaiger Unstetigkeitspunkte für die auf dem Rande gegebenen 
Randwerte. 

Die Funktion u ist durch die genannten Bedingungen vollständig 
bestimmt. Gäbe es nämlich zwei Funktionen u, und u, der geforderten 
Beschaffenheit, so würde (u,—u,) eine in ® beschränkte Potentialfunktion 
sein, welche auf der Begrenzung teils verschwindet, teils die Bedingung 
„normale Ableitung gleich Null“ erfüllt. Ist g die obere Grenze der von 
der Funktion [u,—uz;| angenommenen Werte, so gibt es einen Punkt ® 
der Begrenzung, in dessen beliebiger Nähe die Funktion |u,—u;| dieselbe 
obere Grenze besitzt. Ist der Punkt ® ein solcher Punkt der Begrenzung, 
für welchen zu beiden Seiten desselben auf der Begrenzung Randwerte 
gegeben sind, so muß die Funktion (u,—u,;) aus allgemeinen Gründen der 
Potentialtheorie*) sich im Punkte ® stetig auf Null reduzieren. Es wäre 
also 9=0. Liegt ® in einem solchen Teile der Begrenzung, in welchem 
durchweg die Bedingung ‚normale Ableitung gleich Null““ gestellt ist, so 
denke man sich den bei ® an die Begrenzung anstoßenden Flächenteil / 
von ® auf die Fläche eines gestreckten Winkels abgebildet, wobei etwa 
der Punkt ® selber in den Scheitelpunkt des gestreckten Winkels über- 
gehe. Die Funktion (u,—u,;) wird dadurch eine Funktion des Ortes in der 
Ebene des gestreckten Winkels, und man kann diese Funktion auch für 
die Fläche desjenigen gestreckten Winkels, welcher den ersteren zur Fläche 
eines vollen Kreises ergänzt, dem Spiegelungsprinzip entsprechend erklären, 
indem man an solchen Punkten, welche in bezug auf die Schenkel des 
gestreckten Winkels spiegelbildlich symmetrisch liegen, gleiche Werte vor- 
schreibt. Die Funktion (u,—u,) wird dadurch eine für die Umgebung des 


| ) Vgl. H. A. Schwarz. a. a. 0. 
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Scheitelpunktes des gestreckten Winkels eindeutige und beschränkte, also 
auch im Scheitelpunkt selbst reguläre Potentialfunktion, die den be- 
stehenden Bedingungen gemäß im Scheitelpunkt ein Maximum ihres ab- 
soluten Betrages besitzt; dies ist nur dann möglich, wenn die Funktion 
(u,—ug) sich auf eine Konstante reduziert. 

Nehmen wir schließlich den Fali an, daß längs der Begrenzungs- 
linie auf der einen Seite des Punktes ® die Randwerte Null, auf der 
anderen Seite die Bedingung „normale Ableitung gleich Null“ für die 
Funktion (u,—u,) gilt, so können wir wieder zur Fläche des gestreckten 
Winkels übergehen. Wir spiegeln jetzt an demjenigen Schenkel, längs 
dessen die Bedingung „normale Ableitung gleich Null‘ besteht. Die Funktion 
(1,—ug;) wird dann eine Potentialfunktion, welche in der längs eines Radius 
aufgeschlitzten Vollkreisfläche eindeutig und beschränkt erklärt ist und zu 
beiden Seiten jenes Radius verschwindet; daraus folgt wieder, nach den 
erwähnten Schwarzschen Prinzipien mit Rücksicht auf die Beschränktheit 
der Funktion, daß diese Funktion sich auch im Mittelpunkte der Kreis- 
fläche stetig verhält und also verschwindet. 

Die Größe g ergibt sich somit in allen Fällen gleich Null und folglich 
ist die Funktion (u,—u;) identisch Null. 

Mit Benutzung der Rückseite der Fläche 8 läßt sich der soeben 
durchgeführte Unzitätsbewess noch knapper fassen. Man denke sich die 
Rückseite der Fläche 8 mit der Vorderseite dadurch zu einer Fläche 
gemacht, daß man längs der Linien mit der Randbedingung ‚normale 
Ableitung gleich Null“ den Übergang von der einen Seite auf die andere 
Seite gestattet. Die so erhaltene Doppelfläche hat diejenigen Linien, längs 
deren die Randwerte gegeben sind, zu Begrenzungslinien. Denkt man 
sich nun die Funktion (u,—ıu,) auf der Rückseite genau mit denselben 
Werten wie auf der Vorderseite definiert, so ist diese Funktion dadurch 
zu einer auf der ganzen Doppelfläche eindeutigen und im Innern derselben 
regulär erklärten Funktion gemacht, die auf der ganzen Begrenzung der 
Doppelfläche verschwindet und daher identisch verschwindet. Die Beur- 
teilung des regulären Verhaltens in einem Punkte der Doppelfläche hat 
dabei insbesondere längs der Faltungslinien der Doppelfläche eine konforme 
Abbildung der Umgebung des betreffenden Punktes der Doppelfläche auf 
ein schlichtes (ungefaltetes) Stück zur Voraussetzung. 
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Was nun die Existenz der Funktion u anbetrifit, so genügen wenige 
Bemerkungen. Man fasse die Fläche 8 in der angegebenen Weise als 
eine Doppelfläche 8 auf. Längs der Begrenzungslinien dieser Doppelfläche 
schreibe man die gegebenen Randwerte vor, und zwar zu beiden Seiten 
dieser Linien dieselben Randwerte. Die Funktion u wird dann als Funktion 
auf ® mit den erwähnten Randwerten nach den Schwarz-Neumannschen 
Methoden unmittelbar gefunden. Diese Funktion u besitzt die Eigenschaft, 
an entsprechenden Punkten ?P, und P, auf Vorderseite und Rückseite stets 
einen und denselben Wert anzunehmen; denn die Differenz (u(P,)—u(P,)) 
ist eine auf der ganzen Doppelfläche reguläre Potentialfunktion, die auf 
der ganzen Begrenzung derselben verschwindet. 

Denkt man sich nun, wie soeben, die auf der Doppelfläche ge- 
nommene Umgebung eines Punktes auf einer Faltungslinie konform auf 
die Fläche eines schlichten Kreises abgebildet, sodaß das betrachtete Stück 
der Faltungslinie etwa in die Achse des Reellen übergeht, so wird die 
Funktion u, als Funktion des Ortes in der Ebene des Kreises aufgefaßt, 
eine solche Funktion sein, die an je zwei in bezug auf die Achse des Reellen 
spiegelbildlich symmetrischen Punkten einen und denselben Wert annimmt. 
Daraus folgt aber unmittelbar, daß die normale Ableitung längs der Achse des 
Reellen verschwindet. Letztere Eigenschaft überträgt sich nun rückwärts so- 
fort auf die Funktion u, aufgefaßt als Funktion des Ortes auf der Fläche %. 

Man kann ebenso wie vorher beim Unitätsbeweise die Benutzung der 
Rückseite bei der Bestimmung der Funktion u auch vollständig vermeiden, 
indem man die kombinatorischen Methoden direkt auf den Bereich ® selbst 
anwendet. Der Umstand, daß längs der Begrenzung von 38 bald die 
Randwerte, bald die Bedingung ‚normale Ableitung gleich Null” gegeben 
ist, ist dabei nicht als ein Hindernis zu betrachten. Man hat jedoch von 
den beiden oben benutzten Tatsachen Gebrauch zu machen, daß einerseits 
über ein Begrenzungsstück mit der Randbedingung ‚normale Ableitung 
gleich Null‘“ die Fortsetzung gemäß dem Spiegelungsprinzip stattfindet und 
daß an einem Punkte eines solchen Begrenzungsstücks die Funktion weder 
ein Maximum noch ein Minimum haben kann. Auf Grund dieser Tat- 
sachen erhält man nämlich die für den Konvergenzbeweis (bei der alter- 
nierenden Methode) zu benutzenden, unterhalb Eins liegenden Hilfsgrößen, 
vermöge deren die Vergleichung mit einer geometrischen Reihe gelingt. 
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Bemerkung: Es werde noch eine einfache Erweiterung der soeben 
behandelten Aufgabe betrachtet. Wir verlangen von der Funktion u, daß 
sie längs der Randstücke der einen Kategorie vorgegebene Randwerte annimmt, 
daß sie ferner in 8 eindeutig und regulär ist, daß schließlich auf den 
Randstücken der zweiten Kategorie die zugehörende konjugierte Potential- 
funktion, die ihrerseits periodisch vieldeutig sein kann, bis auf eine addıtive 
Konstante vorgegebene Randwerte annehmen soll*). Die erwähnte additive 
Konstante ist dabei als unbekannt zu betrachten und wird sich im all- 
gemeinen von Randstück zu Randstück ändern. Durch die angegebenen 
Bedingungen ist die Funktion u bestimmt. Denn die Differenz zweier 
Funktionen u, und ıu,, die den Bedingungen genügen mögen, ist eine Funk- 
tion, welche auf den Randstücken der ersten Art stetig Null wird, auf 
den Randstücken der zweiten Art ein konstant werdendes konjugiertes 
Potential besitzt, welch letzteres mithin über dieses Randstück hinweg 
analytisch fortsetzbar ist. Demnach wird (u,—u,) auf den Randstücken der 
zweiten Kategorie die Bedingung ‚normale Ableitung gleich Null“ erfüllen. 
Nach früherem muß sich also die Funktion (u,—u,) identisch auf Null 
reduzieren. 

Die Funktion u wird nun folgendermaßen gefunden. Wir bestimmen 
zunächst eine eindeutige Potentialfunktion «, welche auf den Randstücken 
der ersten Kategorie die vorgeschriebenen Randwerte annimmt, auf den 
Randstücken der zweiten Kategorie die Bedingung ‚‚normale Ableitung gleich 
Null“ erfüllt, so daß längs der letzteren Stücke das konjugierte Potential «’ 
konstant wird. Darauf bestimmen wir eine eindeutige Potentialfunktion /”, 
welche auf den Randstücken der zweiten Kategorie die vorgeschriebenen 
Werte annimmt, auf denen der ersten Kategorie die Bedingung ‚normale 


*, Die Bedingung für die Randstücke der zweiten Kategorie kann auch so 
formuliert werden: Es soll längs dieser Randstücke die normale Ableitung der Funktion 
u vorgeschriebene Werte erhalten. Randwertprobleme dieser Art wurden zuerst von 
Volterra behandelt (Ann. di Mat. 2, XI, [1883]). Ich verweise ferner auf die kriti- 
schen Bemerkungen, welche Schwarz dazu macht (Fortschr. der Math., XV), sowie 
auf Hilbert (Verhandl. d. 3. intern. Math.-Kongr., Heidelberg 1904 [Leipzig 1905], S. 233 
und „Grundz. einer allgem. Theorie der linearen Integralgleichungen, 3. Mitteil.”, 
Gött. Nachr. 1905), und schließlich auf Haseman („Anwendungen der Theorie der In- 
tegralgleichungen auf einige Randwertaufgaben in der Funktionentheorie‘‘, Dissertation, 
Göttingen 1907). 
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Ableitung gleich Null“ erfüllt, so daß die konjugierte Funktion % längs der 
letzteren konstant wird. Die Funktion «+ nimmt dann auf den Rand- 
stücken der ersten Kategorie Randwerte an, die sich von den gegebenen 
um Konstante unterscheiden. Es wird diese Funktion auch noch innere 
Periodizitätsmoduln aufweisen. Nunmehr bilden wir eine Potentialfunktion y 
mit denselben Periodizitätsmoduln und den erwähnten konstanten Werten 
als Randwerten auf den Begrenzungsstücken der ersten Kategorie, sowie 
mit der Bedingung ‚normale Ableitung gleich Null“ auf den Randstücken 
der zweiten Kategorie*). Dann ist die Funktion @+P—y die gesuchte 
Funktion. 


$5. Die Funktion u, und ihre charakteristische Hilbertsche**) 
| Minimaleigenschaft. 

Wir betrachten jetzt die für den Bereich B,, definierte Funktion u,, 
welche auf dem Kreise k, eine vorgeschriebene eindeutige Folge von Rand- 
werten annimmt und auf den anderen Begrenzungslinien von B,, die Rand- 
bedingung ‚normale Ableitung gleich Null“ erfüllt. Diese Funktion exi- 
stiert nach $ 4 und ist durch ıhre Randbedingungen vollständig bestimmt. 
Die Funktion «, besitzt folgende im weiteren Verlaufe der Untersuchung 
wichtige Minimaleigenschaft: Ist w irgendeine in B,, einschließlich der Be- 
grenzung stückweise analytisch erklärte stetige eindeutige Funktion, welche 
auf k, verschwindet, so ist stets der Wert des Dirichletschen Integrales 
(u, + w) =/| wer nt +49) Iaray 


Ba. 


größer als 
Du)=//\Gr) +57) |azay. 
B 


also in abgekürzter Schreibweise 


Es ıst nämlich 


Diu+w=D (u) rn + rt a a Ydzdy. 





*) Die Bestimmung dieser Funktion bietet nach den Schwarz- Neumannschen 
Prinzipien bei Beachtung der oben in diesem Paragraphen gemachten Bemerkungen 
keine Schwierigkeit. 

**, So genannt wegen der Analogie zu Hilberts Minimaleigenschaft für U, $ 10. 
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Das letzte Doppelintegral formen wir durch partielle Integration um unter 
Berücksichtigung der Gleichung 4(u,) =0 


a: ow A N drdy= ik "do+ Swen a - 


OL 0% T Du cy Ov 
F bn 


5 “n die normale Ableitung längs k, bzw. längs b,, d.ı. die Begren- 
oVv - EIN 


zung von B,„, bezeichnet ist. Das Kurvenintegral über k, verschwindet, 


wobei mit 


weil w auf k, verschwindet, das über b,, weil die normale Ableitung auf 
b, verschwindet. Also ergibt sich 


D(u,+w) =D(uwu,)+D(w). 


By, Bn,o Bas 
Wir müssen, um die angegebene Minimaleigenschaft formulieren zu 


können, die Annahme machen, daß das Integral'D(w,) existiert, was jeden- 


Bus 


falls dann der Fall ıst, wenn die längs k, vorgeschriebenen Randwerte der 
Funktion « eine reguläre analytische Folge bilden*) ; in dem allgemeineren 
Falle, in welchem die Randwerte nur stetig gegeben sind, hat man an Stelle 
der obigen Minimaleigenschaft folgende Minimaleigenschaft treten zu lassen. 
Man beschreibe um O als Mittelpunkt auf B eine zweite Kreislinie k, 
mit einem Radius 0,>e, wobei der Radius go, nur wenig größer als 0 ge- 
wählt sei, um Windungspunkte zu vermeiden. Wird mit w eine nur ın 
B,,., einschließlich der Begrenzung stetig und stückweise analytisch er- 
klärte, auf k, verschwindende Variation bezeichnet, so ist aus demselben 
Grunde wie oben 


(1.) D(u,+w)>D (u). 


Bn, Pı Bn, 01 
Diese Minimaleigenschaft kann für den Fall analytischer Randwerte aus 
der erstformulierten Minimaleigenschaft sofort hergeleitet werden. Man 
hat nur nötig, die oben betrachtete Variation w in dem Ring zwischen k, und 


k,, identisch gleich Null zu wählen, indem man sie im übrigen beliebig läßt. 


Die angegebene Minimaleigenschaft ist nun für die Funktion u, zu- 
sammen mit der Randbedingung auf %, völlig charakteristisch. Betrachten 
wir zunächst den Fall analytisch gegebener Randwerte, so ergibt sich aus 
der Annahme der Existenz einer zweiten Funktion u,;, die denselben Be- 
dingungen genügen möge, folgendes: 


*) Für unsern Hauptzweck würde die Beschränkung auf diesen Fall ausreichen, 
29” 
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Diu)=Diw,)+ wre Zub OU O(Un— dr dy. 











Bn,e Bn,o 4, Y 
Da nun u; ebenso wie u, Miinpliendikien sein soll in dem oben ange- 
gebenen Sinne, so muß sein 


= (u,), 


Bn,o Bn,e 


(2.) Dim —4u,) //@ . 4 a ))dady. 


also 








Andererseits Zi für jede in B,, gebildete, auf k, verschwindende Varıa- 
tion w die Gleichung gelten 


(3.) UT, ar gr )da dy=0, 


da andernfalls, wenn mit x der von Null verschieden gedachte Wert dieses 
Ausdrucks und mit & eine Konstante bezeichnet wird, aus der Gleichung 


D(u,+:w) =D (u .) te D(u )+2xze 
N,o B,, 


gefolgert werden kann, daß bei passend gewäälein Vorzeichen von & und 


hinreichend kleinem & 
Dun +:2w)<D(u,), 


Bn,o Bn,o 


entgegen der Minimaleigenschaft der Funktion w,. Läßt man an Stelle 
von w in der Gleichung (3.) speziell die Funktion (u;—u,) treten, so er- 


gibt sich aus (2.) 
D(w,—u,)=0; d.h. u;—u, = konst. 


Bn, 0 
Die Konstante kann dabei nur Null sein, weil die Funktion (w/—u,) auf 


k, verschwindet. 

Betrachten wir den allgemeinen Fall stetiger Randwerte längs &,, 
so schließen wir aus der Annahme der Existenz einer von u, verschiedenen 
Funktion «, mit denselben Randwerten auf k, und derselben Minimaleigen- 
schaft (1.) folgendermaßen die Übereinstimmung der beiden Funktionen 
u, und 4,: 

Es sind wegen der vorausgesetzten Minimaleigenschaft für jede in 
B,„,., gebildete stückweise analytische Variation w, die auf k, verschwindet, 
die Variationsgleichungen erfüllt 


Net an ande, NEE + er ey edr- 


Bn ‚Qi Bn ‚0; 
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woraus folgt, daß für die Funktion (u, —w,) die Variationsgleichung besteht 
O(Un— Un) ow , Ilm — Un) ow 
(4.) N 02 0% hi oy 3y)de ©. 


Aus dieser Gleichung schließen wir 


D(u—u,+w)=D(u—u,)+D(w). 
Bn,0, Bn, 0, Bn,e, 
Es besitzt demnach die Funktion (u;—u,) dieselbe Minimaleigenschaft wie 


u, und %,, ferner verschwindet (u,—u,) längs k,. Ich behaupte nun, daß 
die Funktion (w—w,) in B,,., 


Wäre dies nämlich nicht der Fall, so könnten wir von der Funktion 


ıhr Maximum und Minimum auf k,, annımmt. 


(u,—u,) dadurch zu einer Funktion mit kleinerem Dirichletschem Integral 


übergehen, daß wir in denjenigen Teilen der Fläche B in welchen der 


n,g,? 
Wert der Funktion (w—w,) größer ist als der Maximalwert oder kleiner 
als der Minimalwert auf k,, diese Funktion ersetzen durch den erwähnten 
Maximalwert bzw. Minimalwert. 

Die Funktion (w„—u,) verschwindet nun auf k, und würde dem- 
nach, wenn sie nicht in B,, überall gleich Null ist, ein inneres Maximum 
und Minimum haben, was einer bekannten Eigenschaft der Potentialfunktionen 
widerspricht. 

Ohne die Idee des Maximums und Minimums benutzen zu müssen, kann 
man auch folgendermaßen vorgehen. Aus der Gleichung (4.) folgere man unter 
Beachtung des Umstandes, daß (u,—u,) auf k, verschwindet und also bis 
in k, hinein regulär ist, das Bestehen der analogen Variationsgleichung 
für den Bereich B,,, indem man unter w eine nicht nur in B,, ar sondern 
auch ın B,, erklärte Variation versteht. Jede derartige Variation kann als 
Summe zweier Variationen dargestellt werden, von welchen die eine nur 
ın B,„,, von Null verschieden ist und auf k,, verschwindet, die andere nur 
in (B„„—B,.,); wobei 9>_,, von Null verschieden ist und auf k, und 
k,, verschwindet. Für letztere Variation insbesondere ist die Variations- 
gleichung ohne weiteres erfüllt; denn durch partielle Integration geht das 


Doppelintegral über in 4 w rs nn do 


Nachdem _ die für B,, hergeleitet ist, befindet 
man sıch auf dem alten, oben betrachteten Standpunkte regulär analytisch 
gegebener Randwerte. 

Ich will schließlich noch folgendes bemerken: 
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Anstatt direkt aus der Minimaleigenschaft auf die Übereinstimmung 
der Funktionen w, und u, zu schließen, kann man auch von der Minimal- 
eigenschaft aus erst auf das Bestehen der Randbedingung ‚normale Ableitung 
gleich Null“ schließen und von da aus die Übereinstimmung der Funktionen 
vw, und wu, auf Grund des Unitätsbeweises S. 213 konstatieren. Formt man 
nämlich die Variationsgleichung durch partielle Integration um, so ergibt sich 


/w "m do=0, 


das Integral erstreckt über die Begrenzung desjenigen Gebietes, für welches 
w erklärt ıst. Wäre nun die normale Ableitung von «, längs eines Teiles 
der Begrenzung von B,, bzw. B,,, von Null verschieden, so könnte man 
die Variation w speziell so bestimmen, daß sie in der Nähe der betrachteten 
Stelle ein bestimmtes Vorzeichen bekommt und sonst auf der ganzen Be- 
grenzung verschwindet. Bei dieser Wahl der Variation könnte das Kurven- 


integral sicher nicht verschwinden. 


$6. Existenz der Funktion lim u„= u*). 

Wir betrachten nun die Folge der Funktionen ,, 4, Us, ..., deren 
n-te für den Bereich B,, erklärt ist. Alle diese Funktionen sollen längs 
k, eine und dieselbe Folge vorgeschriebener Randwerte annehmen, und zwar 
wollen wir die Annahme machen, daß die gegebenen Randwerte eine re- 
guläre analytische Folge bilden **). 

Unter den genannten Voraussetzungen hat das Dirichletsche Integral 


D (u,) einen endlichen Wert, welchen wir mit 4, bezeichnen. Der Wert 
B 


Nn,o 


4, ist zufolge der Minimaleigenschaft der Funktion «w, der Minimalwert 
des Dirichletschen Integrales D(f), wenn als Funktionen f alle ın B,, ein- 


Bn,o 


schließlich der Begrenzung stückweise analytischen, stetigen Funktionen 
zugelassen werden, die auf k, die erwähnten Randwerte annehmen. Wird 
mit A irgendeine in B,, stückweise analytische, stetige, auf k, die gegebenen 
Randwerte annehmende, auf der Begrenzung von B,, verschwindende, in 


*) Die Entwicklungen in $$ 6—7 vergleiche man mit parallel laufenden Ent- 
wieklungen meiner „vierten Mitteilung“ S. 338—343, sowie mit R. Courant, Disser- 
tation, S. 23—29. 

**, Für den Hauptzweck, nämlich die Bestimmung der Funktion u, ist diese 
Annahme ausreichend. Man lese weiter unten S. 230 die Bemerkungen, betreffend 


den Fall stetiger Randwerte. 
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(B,—B,,) identisch verschwindende Funktion bezeichnet, so ist D(A) 


B1,o 
—-D(1)=D(i). Da 4 eine für jeden Wert des Index n zur Konkurrenz 
Bn,g Bo 
zulässige Funktion ist, haben wir 


I,<D(). 
B 
Ich zeige nun weiter, daß : 


(*) I<h<I< 
ist. Betrachten wir etwa den Wert 4,, so ist bei Berücksichtigung der 


Minimaleigenschaft der Funktion u, 
A, 2. D(u,)<D(w)<D(u,.ı) z Ir , 
B 


B B 


n, 0 n, 0 n+1, 
also für jeden Wert des Index n 

An<Anzı: 
Auf die Konvergenz der Folge 4,, 4s,... gründet sich nun unser Konver- 
senzbeweis für die Folge u,, %,.... Wir wollen zeigen, daß für beliebiges 
fest zu denkendes ganzzahliges positives n, und beliebig klein gegebenes 
positives e im Gebiete B,, 

Untm Un ZE 
wird, indem man nur n hinreichend groß wählt, unter m eine in jeder 
Hinsicht willkürlich bleibende positive ganze Zahl verstanden. 

Es ist wegen des Verschwindens der ersten Variation 
Dtm) >D(unzn)= Du) + Dunn). 


Bn-+m, o n,o n,o n,o 
also 


D (Um —U,) = Pr. ’ 
n, 


daher auch, wenn wir n der Bedingung n>n, unterwerfen, 
D (Um u) < u 700 
B 


N, 0 


Die rechte Seite vorstehender Formel wird nun in der Tat wegen (*) be- 
liebig klein, wenn nur n hinreichend groß gewählt wird. Damit wird auch 
die auf der linken Seite stehende positive Größe beliebig klein. Es kommt 
nun darauf an, einen Schluß auf das Unendlichkleinwerden der Funktion 
(4,.m—u,) selbst zu machen aus dem Unendlichkleinwerden ihres Dirichlet- 
schen Integrales.. Um diesen Schluß machen zu können, benötigen wir 
folgenden Hilfssatz*) (vgl. meine „vierte Mitteilung“, B.). 





*) Im wesentlichen derselbe Satz ist von Herrn Courant (Dissertation) ge- 
!unden und auf andere Weise bewiesen worden. 








222 Koebe, über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 1. 


Hilfssatz: Es sei p(z,y) irgend eine für @+y°’<1 regulär und 
eindeutig erklärte, im Punkte &=y=0 selbst verschwindende Potentialfunktion, 


für welche das Dirichletsche Integral D(y) = -//\G 3: “= = | dxzdy, er- 


streckt über die ganze Fläche des Einheitskreises, einen Wert <1 hat; es 

‚ sev q eıwne der Ungleichheitsbedingung 0<g<1 genügende Größe. Dann 
gıbt es eine Größe g, so daß für alle den obigen Bedingungen genügenden 

Funktionen y in dem Gebiete a°+y”<<g” die Ungleichheit pl<g besteht. 

Beweis: Es sei e eine fest zu denkende positive Größe <1-—g. 

Ist (x,y) ein Punkt, für welchen 2°+9y?<<g? ist, so bleibt der um den 

Punkt (xz,%y) als Mittelpunkt mit dem Radius o beschriebene Kreis ganz 

innerhalb des Einheitskreises. Indem wir den Gaußschen Mittelwertsatz 

für Potentialfunktionen anwenden, erhalten wir für 0’<e 


1 nu [4 Pe [4 
p(z,y)= Inne’ F p(z+o’cosy, y+o’siny)ody, 


y! 
27 


0 4 
I p(x. y)2n0’ de’ P I (p(c+0’c0s p, y+e’sin p)o’de’dp, 


0'=0 e=0 y=0 
07 05 AHORN aid seniai 
En y(z+o’cosp. yresıny)odedy, 
e'=0 y9=0 
u ER (c+o’cosy, y+o’siny)o’do’dy, 
0 y=0 
also, weil allgemein «a <5(a +1) ist, 
0 2n 3 
KX; 1 j | 9) | k 
Er ne SS (Z- y(z-+0’cosy, y+o’ sin p)) +1 o’do’dy 
e'=0 y= ; 
« FT (D(y)-+no*), D(y) erstreckt über den Einheitskreis, 
1 1 
He'TT 
Es ergibt sich also 
dp: 1 dy 1 E 
de | — Srli-gE +7 ebenso 4 =: 27(1—9) 79 


mithin für #+y’<g” und 9(0,0)=0 
I 1 
A<eagtl)=H: Q. e. d. 
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Aus dem soeben entwickelten Hilfssatze folgt: 

Folgerung: Die Funktion 'p wird im Gebiete z°+9y”<<g? zugleich 
mit dem Werte ihres über die ganze Fläche des Einheitskreises erstreckten 
Dirichletschen Integrales gleichmäßig unendlich klein. 


Ist nämlich &* der Wert des Dirichletschen Integrales für die Funktion 


y, so ist für : der Wert des Dirichletschen Integrales <1, also ist 


<9 wenn x°-+y” <q” ist, mithin p <<eg. 

Verschwindet die Funktion g im Punkte 2=y=0 nicht, so folgt 
aus dem Unendlichkleinwerden des Dirichletschen Integrales auf Grund des 
vorhergehenden, daß die Wertschwankung der Funktion 9 im Gebiete 
2 +9y”<-g” unendlich klein wird. 


Um die Anwendung unseres Satzes auf die Funktion (u,,„— %,) 
zu machen, bemerken wir, daß diese wegen ihres Verschwindens auf 
k, nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip über die Linie %k, hinweg 
analytisch fortgesetzt werden kann, wobei der Bereich B, in einen 
Bereich B, übergeht, B,, in einen Bereich B,,. Da das Dirichlet- 
sche Integral gegenüber konformer Abbildung der Ebene der unabhängigen 
Variablen invariant ist, so ergibt sich, daß der Wert des Dir:chletschen 


Integrales D (u,,m—u,) ebenfalls unendlich klein wird, wenn nur n 
Bn.+1, o+2'n,+1,0 
hinreichend groß gewählt wird. Wir können nun mit einer endlichen 


Anzahl von Kreisscheiben die Fläche B,,, einschließlich ihrer Begrenzung 
so bedecken, daß jeder Punkt dieses Bereichs innerer Punkt von mindestens 
zweien der Kreise wird. Um Windungspunkte kann man sich Windungs- 
kreisflächenstücke konstruiert denken, die durch konforme Abbildung mittels 
einer Wurzelgröße in gewöhnliche Kreisflächenstücke verwandelt werden 
können. Durch Einschaltung einer endlichen Kette von Kreisen, deren je 
zwei aufeinander folgende übereinandergreifen, gelangen wir von jedem 
Punkte des Gebietes B,,, nach einem Punkte auf k,. Da nun auf Ä, die 
Funktion (u,;„—%,) verschwindet, so ergibt sich durch wiederholte An- 
wendung unserer obigen ‚‚Folgerung‘“ bzw. der daran angeschlossenen Be- 
merkung, daß die Funktion u,„,„—u, im ganzen Gebiete B,,, kleiner als 
eine beliebig klein gewählte Größe e gemacht werden kann, dadurch daß 
man nur n hinreichend groß wählt. 


30 





Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 3. 





























224 Koebe, über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 1. 


$ 7. Der Wert des Dirichletschen Integrales u und die charakteristische 


Hilbertsche Minimaleigenschaft er Funktion u. 
Es war Papa „) = 4. gesetzt worden, und wir hatten , <4,<4,< 


gefunden. Es u nun bewiesen werden, daß, wenn lim 4, = 4 gesetzt wird, 


folgende Gleichung besteht ” 


(1.) D(u=4. 
Bo 
Es kann zunächst D(w) nicht kleiner sein als #. Denn ist etwa 
B 
: D(u)=4—e, 
B 


e | 
unter c? eine positive von Null verschiedene Größe verstanden, so ist 


D(u<4—d. 
Bn,0 
Andererseits ist wegen der Minimaleigenschaft der Funktion w,, weil % eine 


in B,, analytische Funktion ist, 
A4,„=D(uw)<D(u); 
Bn,o Bn,o 
also müßte seın 
I, I—d, 


und zwar für jedes n. Dies widerspricht jedoch der Gleichung lim 4, = 4. 


Nehmen wir nur andererseits an, daß D(uw) einen Wert > 4 habe, also etwa 


P 
D(u=4+c, 
B 
so müßte für hinreichend großes n, auch die Ungleichheit bestehen 
(2) DW>4+le,; 
Pro, . 


nun geht in B,, die Folge u,,us,%,,... gleichmäßig in « über; daher ist 
auch, weil die zu betrachtenden Funktionen Potentialfunktionen sind, 


D(u)=lım D(w,). 


Ba, n=® Bao 


D(u)<lim D(w,) = lim 4, =4; 


n=® B, n,o n=o©0 


also ergibt sich ın ie von (2.) "eg; unmögliche Ungleichheit 
4>4+ 2 
Hiermit ist das Bestehen der Gleichung (1.) bewiesen. 
Beachtet man, daß der Wert 4, des Doppelintegrals D(u u„) gleich 


Bn,o 


Es ist mithin 
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dem Kurvenintegral Ir U, - „do ist, so ergibt sich aus dem Resultat (1.) so- 


ko 


fort die Gleichung 


Nachdem wir gefunden haben, daß D(u) = 4 ist, ergibt sich leicht, 


B 
daß unter allen in B, einschließlich %, stückweise analytischen Funktionen 
mit endlichem Dirichletschem Integral und mit den für u auf k, vorge- 
schriebenen Randwerten die Funktion u den kleinsten Wert des Dirichlet- 
schen Integrales liefert und daß diese Funktion durch die genannte Mini- 
maleigenschaft in Verbindung mit der Randbedingung auf k, vollständig 

bestimmt ist. 

Nehmen wir etwa an, daß es eine in B, stückweise analytische 
Funktion ® mit kleinerem Werte des Dirichletschen Integrales gäbe, so sei 

D(v)=4—c; 


Bo 


dann wäre 
D(w) <4—c}, 
Du 


also, weil «„ in B,, Minimalfunktion ist, 
d,= er rZ d—c, 


Bn,o 


was der Gleichung lim 4,= 4 widerspricht. Die bei der Formulierung 


der Minimaleigenschaft zugelassenen Funktionen sind diejenigen Funktionen 
(u+w), für welche Diu +w) einen endlichen Wert hat und w auf k, ver- 


schwindet. Oftenbar hat nun | einen endlichen Wert, wenn 


D(w) einen endlichen Wert hat; Be es Ist 
B 
e 
ou Ow ou cw ou ow ow 
Ox 0% ® oy Oy P* 2 | =) + 2) + Hs +G )]: 
aber auch umgekehrt folgt ın analoger Weise aus der Endlichkeit des In- 
tegrales D(w-+ w)die Endlichkeit des Integrales D(w), wenn man w in der 
B 


oO 
“ 


Form w = (u+w)—u ausdrückt. 
Aus dem Bestehen der Minimaleigenschaft schließen wir nach Ana- 

logie von S. 218, daß für jede zulässige Variation w die Variations- 

gleichung besteht 

30* 
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u N en nt a a) dedy=0, 
? 


welche als mit der Minimaleigenschaft völlig gleichwertig zu betrachten 
ist. Die Funktion « ist durch ihre Randwerte auf k, und durch die 
Minimaleigenschaft vollständig bestimmt. Dies folgt genau ebenso wie oben 
S. 217, indem man zeigt, daß (w—w’) verschwindet, unter u eine ange- 
nommene zweite Potentialfunktion von den erwähnten Eigenschaften ver- 
standen. 


$ 8. Einige in der Folge zu benutzende weitere Eigenschaften der Funktion u. 
Die Funktion u, besitzt folgende Eigenschaften: Erstens: Das Inte- 


gral / do hat den Wert Null; denn die Summe der entsprechenden Inte- 
r 


e 
grale über die übrigen Begrenzungslinien von B,, ist gleich Null, da die 
normale Ableitung en längs dieser Linie verschwindet. Zweitens: Maxi- 


mum und Minimum der von der Funktion «, in B,, angenommenen Werte 
werden auf k, angenommen (s. oben 8. 219). 

Die genannten beiden Eigenschaften der Funktion u, übertragen 
sich wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Folge u,,%s,... ohne weiteres 
auf die Grenzfunktion u. Es ist von Interesse zu bemerken, daß diese 
beiden Eigenschaften mit Leichtigkeit aus der Minimaleigenschaft der Funk- 
tion «u direkt hergeleitet werden können. Zunächst ergibt sich die zweite 
Eigenschaft unmittelbar nach der S. 219 dargelegten Methode. Die erste 
Eigenschaft folgt aus der Variationsgleichung (*), wenn man in derselben 
für w folgende Funktionen wählt*): 

Man wähle einen Wert 0, >e und setze w in dem Kreisring zwischen 
k, und %k, gleich irgendeiner stückweise analytischen Funktion, welche 
auf %k, verschwindet, auf k, Eins wird. In den übrigen Teilen der 
Fläche B, setze man w konstant gleich Eins. Das auf der linken Seite 
der Variationsgleichung (*) stehende Doppelintegral ist dann gleich dem- 
selben Doppelintegral, erstreckt nur über den erwähnten Kreisring. Letzteres 
aber geht durch partielle Integration bei Berücksichtigung der Gleichung 
Ju=0 und der für w geltenden Randbedingung in das Kurvenintegral 


*) Vgl. einen analogen Hilbertschen Beweis in meiner Note „Über die Hilbertsche 
Uniformisierungsmethode“ S. 68. 
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= do über; daher ist 
k, 


vs 


du "du 
dv ARpeen, dv 


@ı v 


do. 


$ 9. Übergang zur Funktion U durch gürtelförmige Verschmelzung. 


Wir wollen nunmehr von der Schwarz-Neumannschen Methode der 
gürtelförmigen Verschmelzung explizite Gebrauch machen, um von der 
Potentialfunktion u, die auf k, gegebene Randwerte annimmt, zur Poten- 
tialfunktion U zu gelangen, die im Punkte O die Unstetigkeit r”' cos besitzt. 
Zu dem Zwecke bemerke ich, daß wir einerseits für die Fläche B, beı 
beliebig gegebenen Randwerten auf k, gelernt haben, die Funktion u zu finden 
(nach $ 6—7) — eine Aufgabe, von der wir sogleich unendlich häufig Ge- 
brauch machen werden — daß andererseits für die von der Kreislinie k, (0,>e) 
umschlossene Kreisfläche A: die den Punkt O als Mittelpunkt enthält, 
die Aufgabe gelöst werden kann, eine Potentialfunktion zu bestimmen, die 
auf k, gegebene Randwerte annimmt und in O die erwähnte Unstetig- 
keit besitzt. .Letztere Aufgabe wird nach Subtraktion der Unstetigkeit 
unmittelbar durch das Porssonsche Integral gelöst. 

Wir wenden zuerst die zweite Aufgabe an, indem wir auf k, als 
Randwert überall Null vorschreiben; die gefundene Funktion heiße «@,. 
Darauf lösen wir für den Bereich B, die erste Aufgabe indem wir auf k, die 
Werte der Funktion «, als Randwerte vorschreiben. Die sich ergebende 
Funktion heiße u®*). Die Werte der Funktion u“ auf k, wählen wir 
jetzt, um wieder für X, ein Potential «, mit der Unstetigkeit und den 
genannten Randwerten zu konstruieren. Darauf benutzen wir die Werte 
der Funktion «, auf k,, um in B, eine Funktion u“ zu bestimmen usw. 

Wir bekommen so eine Folge o,, u”, &,, u, ,,... und wollen jetzt be- 
weisen, daß @,,@,,... ın K, einschließlich der Begrenzungslinie k,, gleich- 
mäßig konvergiert gegen eine Grenzfunktion «„, daß andererseits die Folge 
u”, u®,... in B, einschließlich der Linie k, gleichmäßig gegen eine Grenz- 
funktion u‘”’ konvergiert. Von den Funktionen «„ und u‘“’ ist dann auf 
Grund der für die Näherungsfunktionen «„ und u” gestellten Randwert- 
bedingungen klar, daß «. und u‘”’ auf k, und k,, übereinstimmende Werte 


*, Zum Unterschiede von u,. 
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haben, woraus folgt, daß sie auch in dem ganzen Ringgebiete zwischen 
den genannten Kreisen übereinstimmende Werte haben, daß sie mithin 
analytische Fortsetzungen voneinander sind, also Ausschnitte einer und der- 
selben Potentialfunktion U, welche auf der ganzen Fläche B erklärt ist 
und allein im Punkte O eine Unstetigkeit, nämlich die Unstetigkeit r"cosg 


besitzt. 
Um den Konvergenzbeweis zu führen, beachten wir zunächst, daß die 


arıthmetischen Mittel*) der von den Funktionen «,,u”", @,,u®,... auf k, und 


k,, angenommenen Werte alle übereinstimmend gleich Null sind. Es ist 


nämlich zunächst der Mittelwert für «, auf %,, gleich Null, daher auch der 


1 


Mittelwert für «, auf k, gleich Null, weil das Integral / ee do verschwin- 
Ko, 

det, also auch für jedes r zwischen oe und og, die Gleichung besteht 

/ dp 0 = = i / e@,dp. Der erwähnte Mittelwert überträgt sich nun 


r k, 


auf u“ zunächst für die Kreislinie k,, dann aber auch für die Kreislinie 


(um h . ” 
k,,, weil / = do verschwindet nach $8. Von u® überträgt sich der 
k 
e 


Mittelwert auf «, zunächst für die Kreislinie k,, dann aber auch für die 


Kreislinie k,, weil / a do verschwindet usw. 
k 
4 
Nunmehr betrachten wir die Differenz («e,—e,,,), welche in Ä,, re- 


gulär ist und in O verschwindet, so daß der Wert 


I a | 
Max a, —a,,ı <gMaxja,—e,.:], = qMax e,—@,;1|, 
1 


ko @1 


gesetzt werden kann, unter g eine Größe <1 verstanden, welche von n 
unabhängig ist. Nun ist 


PN 9 a n)__„,(n+1)| 
Max je„—@,,12,— Max ur—u Ik 


die Funktion (u”—u”*"») besitzt wegen ihrer Minimaleigenschaft die Eigenschaft 
Max u” —u"+?|, = Max uMm— u", ; 
e ud 
insbesondere ist daher 
Max u” —u"+ 1, Max u” —u"* >, 
und also 


(*) Max je, —@,42\x, = Max [um — ut) 





| 
1, < qMax «,— nz, 


Ebenso folgt jetzt weiter 


*) S. Schwarz und ©. Neumann a. a. 0. 


ERLITTEN 








ER EETTEEETRL 


Koebe, über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 1. 229 


(9) Max u"? _urt® »,—<gMax um — u, . 

Aus den Koglsichheiiiii (*) und (**) entnehmen wir, daß die Reihen 
+ —e)+l—)+.. und + — u) + (uU —u”)++-- 
gleichmäßig konvergieren, und zwar vergleichbar mit der geometrischen Reihe 

1+g+g’+..-. Damit ist die Existenz der Funktion U bewiesen. 


$10. Die Hilbertsche charakteristische Minimaleigenschaft der Funktion U. 

Von der Funktion U beweisen wir jetzt, daß sie genau dieselbe 
Minimaleigenschaft besitzt, welche die Funktionen u”, u®, u®,... besitzen, 
nämlich die folgende Eigenschaft: Es ist für jede in B, stückweise ana- 
Iytisch und stetig erklärte Variation w, die auf k, verschwindet und einen 


endlichen Wert des Dirichletschen Integrales D(w) liefert, 

B 

i 

( D(U+w)>D(D)*). 
e 0 

Zum Beweise dieser Behauptung lösen wir die in $6—7 für den Bereich 
B, gelöste Aufgabe unter der Voraussetzung, daß die auf k, gegebenen 
Raniliete die Werte der Funktion U selbst sind. Die in B, PEN 
Lösung heiße U. U besitzt also die Minimaleigenschaft, iii besitzt 
auch die Funktion (U—u®) die Minimaleigenschaft. Diese Funktion nimmt 
folglich ın B, ihr Maximum und Minimum auf k, an. Da nun auf k, 


limu®=U, folglich auch gleich U ist, so ist im ganzen Gebiete B, 
lim u® = U. Ebenso ist lim um=U; also ist U=U. Mithin besitzt U in 


der Tat die angegebene Minimaleigenschaft (*), welche mit der Variations- 
OU ou OU ow Be 
N oz 0x ir 5, )drdy= 0 ) 
äquivalent ist. 


Die gefundene Minimaleigenschaft ist für die Funktion U in Ver- 
bindung mit der Unstetigkeit r"cosy-+((0)), unter ((0)) eine in O ver- 
schwindende Potentialfunktion verstanden, vollständig charakteristisch. 
Denn gäbe es zwei Potentialfunktionen dieser Beschaffenheit, so würde 
die Differenz derselben in O regulär sein und ebenfalls die Minimaleigen- 
schaft haben, also nach $5 ein inneres Maximum und Minimum erhalten. 
Eine andere S. 219 angegebene, auf der Zusammensetzung zweier Variationen 


gleichung 





*) Hübert: „Zur Theorie der konformen Abbildung“, a. a. 0. 
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beruhende Schlußweise ergibt sofort für die betrachtete Differenz W das Be- 

stehen der Variationsgleichung, mithin auch der Minimaleigenschaft (*) für 

das ganze Gebiet B; daraus folgt dann, daß D(W)=0, also W=0 ist*) **), 
B 


$ 11. Die Funktion U als Grenze der Näherungsfunktionen U,. 
Bilden wir für den Bereich B,„ (m=1,2,...) diejenige Potential- 
funktion U, welche im Punkte O unstetig wird wie r”! cos p+ ((0)), unter 
((0)) eine in O reguläre und verschwindende Potentialfunktion verstanden, 
welche ferner in B,, eindeutig ist und auf der ganzen Begrenzung von B,, die 
normale Ableitung Null besitzt, so ist zu erwarten, daß 


lım U,=T. 


M=X 


In der Tat habe ich in meiner ‚‚vierten Mitteilung‘ die Funktion U 
als Grenze der Funktionen U, konstruiert. Man kann nun aber die er- 
wähnte Gleichung leicht auch unmittelbar aus der hier entwickelten Methode 
zur Bestimmung der Funktion U folgern. Zu dem Zwecke bemerke man 
zunächst, daß man die Funktion U, analog wie die Funktion U durch 
explizite Anwendung der Methode der gürtelförmigen Verschmelzung finden 
kann, indem man genau so verfährt, wie in $9 angegeben ist. Man wende 
die Methode jetzt statt auf X, und B, auf die Gebiete X, und B,, an 
und verstehe unter u”, u'®, u®, ... nunmehr lauter in B,,, F erklärte Funktionen, 
für welche längs der von %, verschiedenen Begrenzung des Bereichs B,,,, 
die normale Ableitung gleich Null ist. Der Unterscheidung halber seien 
diese Funktionen mit uw, u, u%,... bezeichnet. Die oben angegebenen 
Abschätzungsformeln bleiben dann vollständig bestehen, wobei auch die 
Größe q ihren alten Wert behält. Daraus ergibt sich, daß man durch 





*, Die in $6—7 unter der Voraussetzung analytisch bzw. hinreichend oft differen- 
zierbar gegebener Randwerte auf k, konstruierte Funktion « kann unter der Voraus- 
setzung der bloßen Stetigkeit der Randwerte entweder durch gürtelförmige Verschmelzung 
gefunden werden, indem man diese Methode auf die beiden gürtelförmig übereinander 
greifenden Gebiete B,,(e<oa<o,) und (B,—B,,) anwendet, oder indem man die stetige 
Randwertfolge als Grenzfall einer analytischen Randwertfolge behandelt. Der Konver- 
genzbeweis wird bei beiden Methoden auf die Maximum-Minimum-Eigenschaft der 
Näherungsfunktionen gegründet. Der Nachweis, daß die sich ergebende Grenzfunktion 


u die mit der Variationsgleichung J, / (25 A ouöw 


maleigenschaft erahlige D(w) besitzt, gelingt ai wie für die Funktion U. 


5) da dy=0 äquivalente Mini- 


**, Der Tail kann en S. 238 fortfahren. 
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Wahl eines hinreichend großen n in B, bzw. B,,, zugleich 
U-uNm<ese und (U„—-uW <e 
machen kann, unter e eine beliebig klein gegebene positive Größe ver- 
standen. Wir wählen für n jetzt einen bestimmten Wert N, so daß für 
diesen Wert N die soeben genannten Ungleichheiten gelten, und haben dann 
nur noch zu zeigen, daß für hinreichend großes m bei Festhaltung von N 
um — u <e 
semacht werden kann. Dies ergibt sich aber sofort daraus, daß u” — us 
auf Grund des Beweises $ 6 in einem beliebig wählbaren, dann aber fest zu 


denkenden Teilbereiche B, , unendlich klein wird, wenn m ins Unendliche 


wächst, so daß auch |«,—«, „, also auch u” — uf) , also auch |,—e, „, 


(N__ 


also auch u? —u®),..., also auch u”—ußG unendlich klein wird. 


Bemerkung zum Fall des vollständig analytisch begrenzten Bereiches*). 
Ist der Bereich B speziell ein endlich-vielblättriger, von endlich vielen ana- 
Iytischen Linienstücken begrenzter Bereich mit endlich vielen inneren 
Windungspunkten, so habe ıch ın meiner „vierten Mitteilung“ aus der 
Minimaleigenschaft**) heraus bewiesen, daß in diesem Falle die zu B 
gehörende Funktion U, von welcher wir soeben zeigten, daß sie durch die 


Gleichung lim U,=ÜU definiert werden kann, übereinstimmt mit derjenigen 


n=n 


Funktion, welche die normale Ableitung Null am Rande besitzt und als 
solche direkt nach den kombinatorischen Methoden gefunden wird. Ich 
habe a. a. O. weiterhin die Bemerkung gemacht, daß dieser Satz auch direkt 
mittels der kombinatorischen Methoden bewiesen werden kann. Auf Grund 
dieser Methoden läßt sich ın der Tat die Frage zurückführen auf folgende 
einfachere Frage: Gegeben ist ein zweifach zusammenhängender Bereich 
A’ mit den Begrenzungslinien Z und L’. Innerhalb A’ sei eine im fol- 
genden variabel vorzustellende geschlossene Linie Z”’ gezogen, durch welche 


A’ in zwei zweifach zusammenhängende Stücke zerfällt, deren eines an L 


*, In der vorliegenden Abhandlung wird von den Entwicklungen dieses Ab- 
schnitts kein weiterer Gebrauch gemacht. Aus der Minimaleigenschaft läßt sich über- 
haupt mittels des Hilfssatzes auf S. 222 leicht die Stetigkeit der Änderung von U bei 
stetiger Änderung der Begrenzung und der Windungspunkte von B folgern. 

**, Einen anderen auf die Minimaleigenschaft gegründeten Beweis entwickelt Herr 
Courant in seiner Dissertation. Allgemeiner ergibt sich, daß, wenn der Bereich B auch nur 
ein analytisches Begrenzungsstück besitzt, für die Funktion U längs dieses Begrenzungs- 
stücks die normale Ableitung verschwindet; s. meine „vierte Mitteilung“. Auch die 


Methode von Herrn Courant liefert diesen Nachweis. 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 3. 31 
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anstoßendes wir mit A” bezeichnen wollen. Wir konstruieren die beiden 
Potentialfunktionen w und w”, deren erste in A’ eindeutig ist und auf 
L’ die normale Ableitung Null besitzt, während die zweite in A” ein- 
deutig ist und auf Z” die normale Ableitung Null besitzt. Auf Z mögen 
w und w’ dieselben fest gedachten Werte annehmen. Behauptet wird, 
daß die Differenz |w—w” in jedem nicht an die Linie Z’ anstoßenden 
Teilgebiete A”’ von A gleichmäßig Null wird, wenn die Linie Z’” sich 
gleichmäßig mit allen Punkten gegen L’ bewegt. Es ist nämlich wegen 
der gestellten Randbedingung die konjugierte Potentialfunktion zu (w— w’’) 
in A” eindeutig, auf ZL ist die normale Ableitung dieser konjugierten 
Funktion gleich Null und auf L” sind die Wertänderungen dieser Funktion 
durch die Wertänderungen der zu w’ konjugierten Funktion w’ bestimmt. 
Da nun w’ auf L’ konstant ist, so wird demnach die Wertänderung der 
zu (w—w”) konjugierten Funktion auf ZL” dadurch unendlich klein, daß 
man L’” mit allen Punkten gleichmäßig gegen L’ konvergieren läßt. Diese 
konjugierte Funktion wird mithin im ganzen Gebiete A” unendlich klein, 
weil auf Z die Randbedingung ‚normale Ableitung gleich Null erfüllt ist 
und folglich kein Maximum oder Minimum daselbst liegen kann. 

Aus dem gleichmäßigen Verschwinden der konjugierten Funktion 
folgt nun weiter sofort das gleichmäßige Verschwinden der Funktion 
(w—w’’) selbst in dem festen Teilbereiche A’. 

Der hiermit bewiesene Satz über die Differenz (w—w”) bleibt in 
Kraft, wenn die Werte der Funktionen w und w” auf Z nicht überein- 
stimmen, sondern um eine Größe differieren, die, während L” in der an- 
gegebenen Weise gleichmäßig gegen L’ konvergiert, ihrerseits auf der ganzen 
Linie Z gleichmäßig unendlich klein wird. Wir kommen nämlich auf den 
Fall übereinstimmender Randwerte sofort zurück, wenn wir zu der Funktion 
w” diejenige in A” erklärte Potentialfunktion hinzufügen, welche auf L” 
die normale Ableitung Null besitzt und auf Z die Randwerte (w—w”) 
annimmt. Die hinzugefügte Funktion wird nun bei dem betrachteten 
Grenzübergang gleichmäßig im ganzen Gebiete A” unendlich klein, weil 
ihr Maximum und Minimum auf Z liegt. 


$ 12. Die verschiedenen Methoden zum Beweise der Existenz der Funktion U. 
Bei der Wichtigkeit und interessanten physikalischen Bedeutung 
der Funktion U wird es angemessen sein, in Kürze auch die anderen 
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Methoden zur Sprache zu bringen, welche zum Beweise der Existenz dieser 
Funktion ausgearbeitet worden sind. 

Ich nenne hier in erster Linie die bereits oben zitierte Hilbertsche Me- 
thode*) des Dirichletschen Prinzips. Herr Hilbert subtrahiert von der zu be- 
stimmenden Funktion U zunächst eine Funktion &, welche etwa in B, überall 
verschwindet, im Punkte O0 von der verlangten Art unstetig wird und 
sonst in K, nur hinreichend oft differenzierbar zu sein braucht und längs 
k, verschwinden muß. Für die Funktion d=U—»#, welche in O stetig 
ist, besteht dann folgende Minimaleigenschaft: Die Funktion d macht das 
modifizierte Dirichletsche Integral 


2 n 2 2 

ow 2 (ow \> 

+) 
«wo 2 OH. oy 
f | 


zu einem Minimum und ist durch diese Eigenschaft vollständig charakte- 





dxdy 


risiertt. Die Funktionen @ und £ sind Hilfsfunktionen, die der Gleichung 


ä 
AP = er 4 = genügen. 


oy 

Das Ausgehen von den Potentialfunktionen für die Näherungsflächen 
B, bzw. B,, bildet den Hauptunterschied meiner Methoden gegen die 
Hilbertsche. Die einzelne Näherungsfunktion kann dabei entweder mittels 
der Schwarz-Neumannschen kombinatorischen Methoden gefunden werden oder 
auch bei Einführung einer passenden Modifikation durch die Ahlbertsche 
Methode des Dirichletschen Prinzips, indem man in beiden Fällen von der 
Rückseite des Näherungsbereichs zweckmäßig Gebrauch macht. 

Im engeren Anschluß an Herrn Albert führe ich in meiner ‚‚vierten Mit- 
teilung‘ (Abschnitt B) einen Existenzbeweis, der sich von dem hier ge- 
gebenen dadurch unterscheidet, daß ich direkt mit den Näherungsfunktionen 
U, —P,U,—®P,U,—P,... und der erwähnten modifizierten Minimaleigenschaft 


*) Hilbert a. a. O. und Cowrant a.a.O. Bezüglich der Bestimmung der Funktionen 
« und 8 verweise ich auch auf meine „vierte Mitteilung‘, insbesondere Abschnitt B. 

Wie Herr Weyl mir mitteilte, läßt sich die Arlbertsche Methode des Dirichlet- 
schen Prinzips, wie dieselbe von Herrn Hiülbert in seiner Festschrift (1901) entwickelt 
wird, nicht unerheblich vereinfachen durch Zuhilfenahme von Gedankenelementen bei 
W. Ritz und B. Levi. Während Herr Weyl mit Hilbert auf dem Boden der allgemeinsten 
stetigen Näherungsfunktionen stehen bleibt, ist Herrn Courani (vgl. die Note „Zur Be- 
gründung des Dirichletschen Prinzipes“ a. a. 0.) dadurch eine Vereinfachung und Aus- 
dehnung der Methode des Dirichletschen Prinzips gelungen, daß er die Näherungs- 
funktionen von vornherein in geeigneter Weise stückweise als Potentialfunktionen wählt. 


31* 
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operiere, ohne von der Methode der gürtelförmigen Verschmelzung explizite 
Gebrauch zu machen*). 

Anders verfahre ich in Abschnitt A meiner ‚vierten Mitteilung‘. Ich 
zeige, daß sämtliche Näherungsfunktionen U,„, absolut genommen, in B,, 
unterhalb einer endlichen von n unabhängigen Schranke bleiben, und schließe 
daraus mittels eines ganz allgemeinen Konvergenzprinzips**), daß man aus 
der Folge U,,U,,U,,... eine gleichmäßig konvergente Folge herausgreiien 
kann. Für die Grenzfunktion U ergibt sich dann die charakteristische 
Minimaleigenschaft in der ursprünglichen Gestalt ($ 10 dieser Abhand- 
lung). Da diese Minimaleigenschaft für U völlig charakteristisch ist, folgt 
nachträglich, daß die Folge U,,U,,U,,... selbst gleichmäßig gegen U kon- 
vergiert. Für den Nachweis, daß die Funktionen U, in B,, alle unterhalb 
einer von n unabhängigen Schranke bleiben, habe ich mehrere Methoden 
angegeben, die erste Methode in einer Comptes-Rendus-Note***), wo ich sage, 
daß dieser Satz aus der alternierenden Methode folgt. In der Tat haben 
wir oben $ 9 bei der Anwendung der Methode der gürteliörmigen Ver- 
schmelzung eine für alle U, gleichmäßig geltende Abschätzung gefunden. 
Diese erste Methode läßt sich auch unabhängig von der expliziten An- 
wendung des alternierenden Verfahrens darstellen; vgl. Abschnitt A meiner 
„vierten Mitteilung“. Eine weitere Methode, um die Existenz der in Rede 
stehenden oberen Schranke für die Funktionen U, zu beweisen, habe ich 
S. 338 meiner „vierten Mitteilung‘ angegeben. Diese Methode stützt sich 
auf den Hilissatz S. 222 vorliegender Abhandlung, auf Grund dessen von der 
Endlichkeit des Dirichletschen Integrals einer Potentialfunktion auf die End- 
lichkeit der Funktion selbst geschlossen wird. Schließlich will ich erwähnen, 
daß man den in vorliegender Abhandlung durchgeführten Grenzübergang 
lım u„=u ($6) ebenfalls mittels des erwähnten allgemeinen Konvergenz- 


n=x 


prinzıps bewerkstelligen kann. In der Tat liegen alle Funktionen u, zwi- 
schen zwei endlichen Schranken, nämlich dem Maximum und Minimum der 
auf k, vorgeschriebenen Werte. 

Es ist bemerkenswert, daß man auch die Existenz der in Rede stehen- 

"2 Der von mir in dem erwähnten Abschnitte B meiner 4. Mitt. geführte Kon- 
vergenzbeweis ist auch von Herrn Courant (a. a. OÖ.) gefunden worden. 

**) Dieses Prinzip habe ich auch in der Abhandlung ‚‚Über die Uniformisierung 


der algebraischen Kurven. II“ (Math. Ann. 1910), S. 71ff. zur Darstellung gebracht. 
***) Comptes Rendus de l’Acad. des Sciences, Paris, 1. juin 1909. (Vgl. S. 195, Anm.) 
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den von n unabhängigen Schranke für die Funktion U, mittels des er- 
wähnten allgemeinen Konvergenzprinzips folgendermaßen schließen kann. 

Die Funktion U, hat in B,, ihr Maximum und Minimum auf &,. 
Das arithmetische Mittel der von U, auf k, angenommenen Werte ist, wenn 
U, in O die Entwicklung U,=r"'cosp-+y, hat (unter y, eine in O 
verschwindende Potentialfunktion verstanden), gleich Null, so daß U, auf 
k, positive und negative Werte annimmt. Ist M,„ das Maximum des ab- 
soluten Betrages der Funktion U, auf k,, mithin für das ganze Gebiet B,,, so 
ist zu beweisen, daß M, unterhalb einer von n unabhängigen Schranke bleibt. 
In der Tat nehmen wir an, es wäre dies nicht der Fall. Dann würde es 
eine Folge ganzer positiver Zahlen n <n,;<n,<C--- geben, so dab 

lm M„, =». 


vo 
] 


N, 


M„, 
als 1 sein, mithin auch im ganzen Gebiete B, ,. Nach dem allgemeinen 


Demnach würden die Funktionen auf k, alle, absolut genommen, kleiner 


Konvergenzprinzip könnte man daher eine Folge ganzer positiver Zahlen 
v,<Va<Vv;<C++. herausgreifen, so daß die Funktionenfolge 

Un Un, 

> A 
im Innern von B gleichmäßig konvergiert und ein bestimmtes Grenzpoten- 
tial liefert. Die gleichmäßige Konvergenz erstreckt sich dann auch in das 


Innere des Kreises k,, weıl jedenfalls auf k,, (0,>) gleichmäßige Konver- 


genz stattfindet und somit die Folge w.y, ja K,, gleichmäßig kon- 


Yı Vo 


u FE nn m . 
vergiertt. Nun wird y —* für lim «=co unendlich klein, also wird die 
n 


Ya 
U„ 


Grenzfunktion lim 37 ” eine innerhalb K,, reguläre Funktion, die in O 


a=m a 


verschwindet. Für diese Grenzfunktion ist ferner auf k, das Maximum ihres 
absoluten Betrages gleich Eins und außerdem ist dieser Maximalwert auch 
das Maximum des absoluten Betrages für die ganze Fläche B,. Damit 
ist ein Widerspruch mit dem Satze hergeleitet, daß eine Potentialfunktion 
an einem regulären Punkte weder ein Maximum noch ein Minimum hat. 

Die Größen M,„ bleiben also alle unterhalb einer endlichen Schranke. 
Aus der Folge U,,U,,... kann mithin eine in B,, also auch auf k,, also 
auch in X,, also überhaupt in B gleichmäßig konvergente Folge ausge- 
wählt werden, welche als Grenzfunktion die gesuchte Funktion U liefert. 
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$ 13. Konforme Abbildung des Bereichs B durch die Funktion U+iV auf 
einen schlichten Schlitzbereich. Die Inhaltsbedingung. 


Wir machen jetzt die Annahme, daß der Bereich B schlichtartig *) 
ist, also durch jeden geschlossenen inneren Rückkehrschnitt in getrennte 
Stücke zerfällt. Unter dieser Voraussetzung sind auch die Näherungs- 
flächen B,, B,,.... schlichtartig. Die zum Bereiche B, gehörende Näherungs- 
funktion U, hat als konjugiertes Potential eine Funktion V,, welche längs 
jeder einzelnen Begrenzungslinie des Bereichs B, einen konstanten Wert 
hat. Längs einer solchen Begrenzungslinie erstreckt besitzt nämlich das 


Integral / en do nur verschwindende Integralelemente..e Da somit die 


Funktion U,+:V, längs jeder einzelnen Begrenzungslinie von B, eindeutig 
ist, ist wegen der Schlichtartigkeit der Fläche B, die Funktion U,+:V, 
überhaupt in B, eindeutig. Im Punkte O («=x,, y=y,) wird diese Funktion 
unendlich wie +10), wenn H=ntiy: z=xt+iy gesetzt wird. 
Mit ((0)) wird dabei eine in O reguläre analytische Funktion verstanden, 
die im Punkte O selbst verschwindet. 

Die Funktion U,+:V, vermittelt eine bestimmte umkehrbar ein- 
deutige konforme Abbildung der Fläche B, auf ein Flächenstück, welches 
den unendlich fernen Punkt jedenfalls nur einfach bedeckt. Ist a ein 
komplexer Wert, welcher von der Funktion U,+vV, auf keiner der Be- 
grenzungslinien angenommen wird, so wird die Anzahl der Stellen inner- 
halb B,, an welchen U,+:V, den Wert « annimmt, durch die Gesamt- 
änderung der Funktion log (U,+:V,„—a) längs sämtlicher Begrenzungs- 


*), Herr Helbert stellt auch für den Fall, daß die Fläche B nicht schlichtartig ist. 
in seiner Note „Zur Theorie der konformen Abbildung“ ein Abbildungstheorem auf. 
Dieses Theorem fällt jedoch aus dem Rahmen der Uniformisierungstheorie als solcher 
heraus und mag daher hier unerörtert bleiben. 

Bezüglich des Schlitztheorems für schlichtartige Bereiche will ich noch folgendes 
erwähnen: Die durch das Schlitztheorem gewährleistete Normierung des allgemeinsten 
schlichten Bereichs ist noch nicht die vom Standpunkte der allgemeinen Abbildungs- 
und Uniformisierungstheorie anzustrebende Normierung. Diese wird vielmehr durch 
das von mir als „allgemewmes Kreisnormierungsprinzip“ bezeichnete Theorem geliefert, 
bei welchem der Normalbereich ein von lauter Vollkreisen bzw. Punkten begrenzter 
Bereich ist. Es ist zu erwarten, daß auch für den Beweis dieses Theorems der Hilbert- 
sche Gedanke der Zurückführung auf ein Variationsproblem eine entscheidende Be- 
deutung gewinnen wird. 
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linien des Bereichs B,, gemessen. Den Radius go hat man sich dabei so 
klein gewählt zu denken, daß jedenfalls innerhalb %, der Wert a nicht 
mehr angenommen wird. Die gesuchte vollständige Anderung ist nun 
längs jeder einzelnen Begrenzungslinie von B, offenbar gleich Null, weil 
auf einer solchen Linie die Größe U,+:V, sich längs einer endlichen, den 
Punkt a nicht treffenden geradlinigen Strecke bewegt. Längs k, ist jedech 
die Änderung gleich 2ri wegen der Unstetigkeit im Punkte O. Der Wert 
a wird somit genau einmal angenommen. 

Die Funktion U,+:V, vermittelt demzufolge eine umkehrbar ein- 
deutige konforme Abbildung der Fläche B, auf einen schlichten, d. ı. ein- 
blättrigen Bereich, der den unendlich fernen Punkt in seinem Innern ent- 
hält und von endlich vielen zur Achse des Reellen parallelen endlichen 
geradlinigen Strecken (Schlitzen) begrenzt wird. 

Aus der Eindeutigkeit der Funktion U,+.V, folgt sofort wegen 
U=lim U, die Eindeutigkeit der Funktion U+:V*). Die Funktion U+:«V 


n=aX 


kann nun ebenso wie U,+:V, nicht an zwei verschiedenen Stellen der 
Fläche B einen und denselben Wert annehmen. Wäre dies nämlich der 
Fall, so könnten wir auf B eine, die beiden Punkte umschließende, ge- 
schlossene Linie / ziehen, welche auf B ein einfach zusammenhängendes, 
den Punkt O nicht enthaltendes inneres Stück abgrenzt. Ist nun a der 
von der Funktion U+:V in den betrachteten zwei Punkten zugleich ange- 
nommene Wert, so wird die vollständige Änderung der Größe log (U+:iV—a) 
längs der Linie Z mindestens den Wert 2.2ri haben; daraus würde aber 
wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Funktionen U,+:V, gegen U+:iV 
folgen, daß bei hinreichend großem n auch die vollständige Änderung der 
Größe log(U,+:V„—a) längs Z mindestens 2-2n: wird, was im Wider- 
spruch mit der bereits erkannten Schlichtheit der durch U,+:YV, ver- 
mittelten konformen Abbildung steht: 

Die Funktion U-+.:V leistet also, wie nunmehr feststeht, eine umkehr- 
bar eindeutige konforme Abbildung der Fläche B auf einen schlichten Bereich $. 


*, Aus der gleichmäßigen Konvergenz der U,„ ergibt sich die der V„ (wenn 
man dieselben etwa so normiert, daß das konstante Glied in der Entwicklung an der 
Stelle O verschwindet) aus dem Satze, daß mit dem gleichmäßigen Verschwinden einer 
Potentialfunktion in einem Gebiete zugleich auch die Schwankung der konjugierten 
Potentialfunktion verschwindet. 
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Es ist von besonderem Interesse und namentlich vom Standpunkte der 
Hübertschen Methode des Dirichletschen Prinzips wichtig, daß der so- 
eben gefundene Satz auch als eine unmittelbare Folge der Minimaleigen- 
schaft erkannt werden kann*), nämlich folgendermaßen. 

Wir gehen aus von der Funktion U, indem wir von derselben 
nur als bekannt voraussetzen, daß sie eine eindeutige auf B erklärte 
Potentialfunktion ist, die in O unstetig wird wie r”'cosp und die mit 


der Variationsgleichung 
oU RM. oUow 
J dx 0% + ay)dedy=0 


richtete VEREINE 
D(Y+w)>D(D) 


Bo B, 


besitzt. 

Wir beweisen zunächst, daß die zu U konjugierte Potentialfunktion 
V, welche in O0 unstetig wird wie —r"'sing, ebenfalls eine eindeutige 
Funktion ist. Dieser Satz versteht sich von selbst, wenn B einfach zu- 
sammenhängend ist. Ist B mehrfach zusammenhängend, endlich- oder 
unendlich-vielfach zusammenhängend, aber wohlgemerkt schlichtartig, so 


handelt es sich darum zu zeigen, daß das Kurvenintegral / °.do, er- 


streckt über eine einfach geschlossene, den Punkt O nicht treffende Linie 
L auf B stets verschwindet. Nach Herrn Hubert kann man diese Behauptung 
aus dem Bestehen der Variationsgleichung folgendermaßen schließen. Die 
Fläche B wird durch L in zwei Stücke zerlegt, in deren einem, den Punkt 
O nicht enthaltenden, w konstant gleich 1 gesetzt wird, während in dem 
andern Teile w irgendwie von 1 gegen O0 abfallend gewählt wird, so 
daß w in der Umgebung des Punktes O identisch 0 ist (vgl. einen ana- 
logen Beweis S. 226). 

Um nun weiter zu beweisen, daß U+:V eine konforme Abbildung 
des Bereichs B auf einen schlichten Bereich leistet, nehmen wir an, daß 
diese Funktion an zwei verschiedenen Stellen ?, und ?P, der Fläche B 
einen und denselben Wert annimmt. Wir dürfen ?P, und P,, welche selbst- 
verständlich beide von dem Punkte O verschieden sind, so annehmen, daß 
beide er Punkte der Fläche B sind, an welchen auch die Ab- 


%) Nach Hübert ist ein derartiger Beweis als das Ideal zu betrachten. 
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A(U + iV) 
dz 
U+:V ın P, und P, angenommene Wert. Dann denken wir uns alle 


Linien U=UÜD, und V=V, auf B konstruiert, wodurch die Fläche B in eine 
gewisse Anzahl von getrennten Gebietsteilen zerlegt wird. In der Nach- 
barschaft der Punkte O, P,, P, ist der Verlauf der soeben definierten Linien 
durch die Bemerkung zu charakterisieren, daß in jedem der genannten 
Punkte eine und nur eine Linie U=U, von einer und nur einer Linie 
V=V, unter einem rechten Winkel geschnitten wird. Die an jedem der 
Punkte so entstehenden vier Gebietszipfel gehören stets vier verschiedenen 
Gebieten der definierten Einteilung an. Denn es sind für die genannten 
tebietszipfel die Ungleichheiten: U>U,,V>V,; U<U,,V>V,; U<UV,, 
V<V,; U>U,,V<-V, charakteristisch. Andererseits sind je zwei entspre- 
chende Gebietszipfel bei O, P,, P,;, d. s. Gebietszipfel, für welche die- 
selben Ungleichheiten gelten, Teile eines und desselben Gebiets, da andern- 
falls ein nur durch Linien U=UD, und V=V, abgegrenztes Teilgebiet von 
B existieren würde, welches keinen Punkt der unmittelbaren Umgebung 
des Punktes O enthält. Ein solches Gebiet kann nun aber aus folgenden 


leitung ' nicht verschwindet. Es sei U,+:iV, der von der Funktion 


Gründen nicht existieren. 
Es sei etwa ein derartiges Gebiet; dann bilden wir für dieses 


Gebiet folgende Variation 
=(U—U,)y(V;V,), 


indem wir unter 9 (V; V,) folgende Funktion verstehen: 
y(V;V,)=|V/-V} für I—-V,<SIı, 
y(V;V,)=1 für V—V, >1. 
Zunächst bemerken wir, daß w in der Tat auf der ganzen Begrenzung von 
P, soweit sie innerhalb B verläuft, verschwindet. Ferner bemerken wir 
sofort, daß für unsere Variation w das Dirichletsche Integral D(w) einen 
>] 


endlichen Wert hat. Es ist nämlich bei Berücksichtigung der Invarianz 
des Dirichletschen Integrals gegenüber konformen Abbildungen der Ebene 


der unabhängigen Variablen 


NG) +@)]ar NND 2°) + Onj]avar 


0 +(U—D,)]Javav 
<//i sinne 
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Hierbei ist mit M die obere Grenze der von |Ü—U, in f angenommenen 
Werte bezeichnet, eine Größe, welche darum endlich ist, weil nach 8. 219 
aus der Minimaleigenschaft folgt, daß in B, die Funktion U ıhr Maximum 
und Minimum auf k, annimmt. Für die Variation w muß nun die Varia- 
tionsgleichung bestehen, welche wir ebenfalls auf U und V transformieren, wo- 
bei sie der Form nach invariant bleibt. Diese Gleichung geht dadurch über in 


"ow 
A Zul 


In unserem Falle müßte also sein 
ow 
II on dvar =. 
p(V;V,)>0; demnach ergibt sich 


ow 
I, Sn dUdV>o. 
Nachdem festgestellt ist, daß entsprechende Gebietszipfel bei P, und 


ow 
Nun ist aber a7 > 


P,, d.s. solche, für welche dieselben Ungleichheiten erfüllt sind, Teile eines 
und desselben zusammenhängenden Teilgebietes von Bsein müssen, in welchem 
überall dieselben Ungleichheiten erfüllt sind, können wir von P, nach P, vier sich 
gegenseitig nicht treffende Linien ziehen, längs deren jeder einzelnen ein 
bestimmtes Paar der oben erwähnten Ungleichheiten zutrifft. Aus der Kon- 
formität der durch die Funktion U +:V vermittelten Abbildung ergibt 
sich unmittelbar, daß bei Umkreisung der Punkte P, und P, in positivem 
DEREN Sinne die entsprechenden Zipfel beide Male 
in derselben Reihenfolge angetroffen werden. 
Demnach müßten auch Uie genannten vier 
Verbindungslinien beide Male in derselben 
U, u; Reihenfolge getroffen werden. Das ist je- 
doch ein topologischer Widerspruch gegen 
die Schlichtartigkeit der Fläche B. Denkt 
man sich nämlich auf einer schlichten Fläche, 
welche für die hier zu machende Bemerkung 
mit einer schlichtartigen Fläche als völlig äquivalent gelten darf, irgend zwei 
Punkte durch vier sich nicht treffende Linien verbunden, so werden sie bei 
positiver Umkreisung der Punkte P, und P, in umgekehrter Reihenfolge 


angetroffen; vgl. die Figur. 
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Hiermit ist die Annahme der Existenz zweier Punkte ?/, und P.,, 


an welchen die Funktion U +:YV einen und denselben Wert annimmt, auf 
einen Widerspruch geführt*). 

Nachdem festgestellt ıst, daß die Funktion U-+:YV eine umkehrbar 
eindeutige konforme Abbildung des Bereichs B auf einen schlichten Bereich $ 
vermittelt, welcher den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthält, 
soll jetzt gezeigt werden, daß die geschlossenen Begrenzungslinien des Be- 
reichs 5 (vgl. die Begriffsbestimmungen S. 209) geradlinige Strecken parallel 
der Achse des Reellen sind, wobei die einzelne Strecke sich auch auf einen 
Punkt reduzieren kann. 

Um diesen Nachweis zu führen, gehen wir von der Annahme des 
Gegenteils aus**). Wir denken uns also, daß es eine Begrenzungslinie des 
Bereichs $S gäbe, für welche V nicht konstant ist. Sind V, und V, irgend 
zwei verschiedene der auf dieser Linie in der UV-Ebene angenommenen 
V-Werte, so erhalten wir, indem wir die geraden Linien V=V, und V=V, 
konstruieren und dazu eine geradlinige Verbindungsstrecke U= U, zwischen 
diesen beiden Geraden ziehen, welch letztere wir uns hinreichend nahe dem 
unendlich fernen Punkte denken, offenbar ein Gebiet ?%, welches ganz im 
Endlichen liegt und außer von Begrenzungslinien des Bereichs S nur von 
der Linie U=ÜU, und Linienstücken V=V, oder VY=V, begrenzt wird. 
Für dieses Gebiet # bilden wir die Variation 

= (U—-U,)V—-V,)(V—P,). 


Das Dirichletsche Integral für diese Variation***), nämlich J I | . 


30) 
+7 av dV hat offenbar einen endlichen Wert, und es ist Ai Varia- 


tionsgleichung I = dUdV =0 für unser w nicht erfüllt, weil 377 Im ganzen 


(Gebiete 9 sein akt nicht ändert. 

Höchst bemerkenswert ist nun noch eine weitere Eigenschaft des 
Bereichs S, nämlich die folgende: Es ist möglich die vollständige Begren- 
EUROPE des Bereichs 5 ın endlich viele ganz innerhalb S ver- 


. Vol. meine Note „Über die Hilbertsche Uniformisierungsmethode“ 1910, wo- 
selbst die hier in möglichster Beschränkung entwickelte Betrachtungsweise weiter aus- 
gestaltet ist. 

**) Vgl. meine „vierte Mitteilung‘ Abschnitt D. 


***) Wir betrachten jetzt die UV-Ebene als Ebene der unabhängigen Variablen. 
32* 
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laufende geschlossene Linien einzuschließen, welche einen beliebig kleinen 
Gesamtflächeninhalt haben. Ich sage dafür auch: die Begrenzungsmannig- 
faltigkeit des Bereichs S hat den Inhalt Null. 


Diese Behauptung folgt aus der oben $. 225 bewiesenen Gleichung*) 


wir schreiben diese Gleichung 
(%): / vav=ffavav. 
ko B 


Der Linie k, entspricht in der S-Ebene eine einfach geschlossene Linie 


s,, welche einen bestimmten Flächeninhalt, nämlich / "UdV umschließt. 


0? D 

k, 
Andererseits entspricht der Fläche B, bei der konformen Abbildung ein 
Gebiet S,, welches nach außen von s, begrenzt wird, nach innen von den 
Begrenzungslinien des Bereichs 8. Die Fläche S, hat, wenn man nur 


ihre inneren Punkte in Betracht zieht, einen bestimmten Flächeninhalt, 
welcher durch das Integral I, 4 dUdV dargestellt wird. Die Gleichung (*) 


besagt die Übereinstimmung Ei Werte der genannten beiden Flächeninhalte. 
Dem Näherungsbereich B, entspricht ein Näherungsbereich S, des 
Bereichs S. Auf Grund des gefundenen Resultats reduziert sich der von 
den inneren Begrenzungslinien dieses Näherungsbereichs umschlossene Ge- 
samtflächeninhalt auf Null, wenn » unendlich groß wird**). 


$ 14. Andere Methoden zum Beweise des allgemeinen Abbildungssatzes für 
schlichtartige, insbesondere für einfach zusammenhängende Bereiche. 

Ich gebe hier in Kürze einen Überblick über die sonstigen Methoden, 

deren man sich zum Beweise des allgemeinen Abbildungssatzes bedienen kann. 

Die Entwickelung in der von uns zu betrachtenden Richtung setzt 

ein mit der Abhandlung des Herrn Poincare von 1883 (s. S. 195, Anm.). In 

dieser Abhandlung gelingt es Poincare, den allgemeinen Abbildungssatz für ein- 





*, Dabei ist U für u (S. 229) gesetzt. In der Tat löst die Funktion U für 
den Bereich D, dieselbe Aufgabe wie u, wenn auf k, als Randwerte die Werte von 
U selbst gegeben sind. 

**, Dieses merkwürdige Resultat kann auch als eine unmittelbare Folge der 
Minimaleigenschaft der Funktion U gefunden werden. Vgl. meine ‚vierte Mitteilung“ 
und .‚Über die Hiülbertsche Uniformisierungsmethode‘“, 
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fach zusammenhängende Bereiche unter der Restriktion zu beweisen, daß der 
betreffende Bereich nach Art einer Riemannschen Fläche über der Ebene 
ausgebreitet ist und mindestens drei voneinander verschiedene Punkte der 
Ebene unbedeckt läßt. Der gegebene abzubildende Bereich B wird durch 
Näherungsbereiche B, < B,< B, <<... approximiert. Zu diesen Näherungs- 
bereichen gehören Greensche Funktionen u,,4,,4;,..., die auf der Be- 
grenzung verschwinden und in einem Punkte O logarithmisch unendlich 
werden. Es ergibt sich u, <u,<u,<Z+.»+, und der Konvergenzbeweis gründet 
sich dann wesentlich auf die Existenz eines als Majorante dienenden Poten- 
tials, welches nachweislich größer ist als alle Funktionen w,. Um diese 
Majorante anzugeben, benutzt Herr Poincare die elliptische Modulfunktion. 
Hierin liegt auch der Grund, weswegen sich Poincare zu der angegebenen 
Restriktion gezwungen sieht. 

Ein allgemeiner Beweis des Abbildungssatzes für einfach zusammen- 
hängende Bereiche wurde erst im Jahre 1907 gleichzeitig von Herrn 
Poincare (Acta math., 31) und dem Verfasser (Göttinger Nachrichten) ver- 
öffentlicht und zwar von jedem der genannten Autoren nach einer eigenen 
Methode. Bei diesem allgemeinen Abbildungssatze kam dann naturgemäß 
die Alternative zwischen dem Falle der endlichen Kreisfläche und dem der 
ganzen Ebene zum Vorschein. 


u, habe die vorher angegebene Bedeutung, und es fange die Ent- 


n 


wickelung der Funktion u, an der Stelle O an mit 


u,= log +04 ((0)), 
unter c, das konstante Glied verstanden; dann unterscheide ich a. a. O. den Fall 
lime,„=c= endliche Größe und den Fall limce,=w. Im ersten Falle 


Nn=n n=m 


schließe ich mit Hilfe des Harnackschen Satzes über positive Potentiale 
auf die gleichmäßige Konvergenz der Folge w,, w,, u,,... gegen eine Grenz- 


funktion u. Die Funktion e“+‘» vermittelt dann eine konforme Abbildung 
des Bereichs B auf die schlichte Fläche des Einheitskreises. Ist hingegen 


lım c„= co, so betrachte ich die neue Reihe von Funktionen U,,T,,..., 
Nn=X 


von welchen U, für B, definiert ist wie w,, nur mit dem Unterschiede, 
daß die Unstetigkeit log durch die Unstetigkeit r”’cosg ersetzt ist. 


Mittels eines besonderen Hilfssatzes gelingt nunmehr in einfacher Weise 


der Konvergenzbeweis für die Folge U,, U,,... gegen eine Grenzfunktion U. 
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Die Funktion ar vermittelt eine konforme Abbildung auf die Fläche 


der ganzen Ebene. In einer modifizierten Gestalt, wobei insbesondere von 
dem Harnackschen Satze kein Gebrauch mehr gemacht wird, habe ich den 
soeben geschilderten Beweis in Math. Ann. 67 Abschnitt E, III entwickelt. 

Wesentlich anders verfährt Herr Poincare in seiner genannten Arbeit. 
Sein Beweis stimmt ın der Grundanlage überein mit einem von mir kurze 
Zeit nach dem Erscheinen der Poincareschen Abhandlung veröffentlichten 
zweiten Beweise (Gött. Nachr., 2. Mitteilung, 1907). 

Aus der abzubildenden Fläche B denke man sich zunächst eine 
kleine Kreisfläche X ausgeschnitten. Für den übrigbleibenden zweifach 
zusammenhängenden Bereich B, wird nun die in einem Punkte O loga- 
rithmisch unendlich werdende Greensche Funktion u(B,,©) konstruiert, die 
auf der erwähnten Kreislinie verschwindet. Von hier aus gelangt man 
entweder nach Herrn Poincare oder einfacher nach meiner zweiten Mitteilung 
in folgender Weise zu einer Abbildung des Bereiches B, auf die Fläche 
eines schlichten Kreisrings. Zur Fläche B, gehört eine einfach zusammen- 
hängende leicht erhältliche Überlagerungsfläche B{*’, welche man ihrerseits 
nach der oben geschilderten Methode der Funktionen «, sofort auf die 
Fläche eines schlichten Kreises abbilden kann, indem man die Funktion 
u(B,,0) für die Fläche B(*’ als Majorante benutzt. Durch Einführung 
einer geeigneten Exponentialfunktion bzw. Potenz gelangt man von der 
gefundenen Abbildung der Fläche B/”’ auf die Fläche eines Kreises zur 
gesuchten Abbildung der Fläche B, selbst auf die Fläche eines Kreisrings. 

Die konforme Abbildung der Fläche B auf die Fläche eines Kreises 
bzw. der ganzen Ebene erfordert schließlich nur noch die Anwendung der 
Schwarz-Neumannschen Methode der gürteliförmigen Verschmelzung. Für 
den Poincareschen Beweis ist gegenüber dem geschilderten meinigen cha- 
rakteristisch, daß von der Überlagerungsfläche B(*’ kein Gebrauch gemacht, 
sondern direkt mit der Funktion w(B,,O) operiert wird, bzw. einer 
anderen Potentialfunktion, welche das Analogon der zu einer gewöhnlichen 
zweifach zusammenhängenden Fläche gehörenden eindeutigen, auf der einen 
Begrenzungslinie verschwindenden, auf der anderen gleich Eins werdenden 


Potentialfunktion ist *). 


*, An die Poincaresche Abhandlung bzw. meine ‚2. Mitt.‘“ knüpft Herr 
Johansson in Acta soc. Fenn. 1910, Nr. 2 an, an meine „1. Mitt.“ ebenda, Nr. 1. 
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Auf Grund der im Vorstehenden erwähnten Resultate gelingt nun leicht 
unter Benutzung der Methode der gürtelförmigen Verschmelzung der Beweis 
des allgemeinen Abbildungssatzes auch für endlich- vielfach zusammenhängende 
schlichtartige Bereiche (3. Mitteilung 1908). Jedoch für den Fall unendlich 
hohen Zusammenhanges mußte der Beweis nach anderen Methoden 
geführt werden. Ich habe diesen allgemeinen Satz zum ersten Male in 
meiner ‚‚dritten Mitteilung‘ 1908 aufgestellt (s. auch meinen Römischen 
Vortrag) und bewiesen, wobei ich wesentlich von dem oben in $ 4 erwähnten 
allgemeinen Konvergenzprinzip Gebrauch mache. Auf die Möglichkeit, den 
schlichten Bereich als einen beispielsweise von lauter geradlinigen Strecken 
begrenzten Bereich zu normieren, ging ich in dieser Abhandlung nicht 
näher ein, weil ich damals zwar wohl im Besitze der Existenz der be- 
treffenden Abbildungsfunktion war, aber noch nicht im Besitze der Hulbert- 
schen Minimaleigenschaft, auf Grund deren der vollständige Beweis dieser 
Normierung schließlich gelungen ist. 

Die weiteren Untersuchungen knüpfen an den Vortrag an, welchen 
Herr Aubert im April 1909 zur Zeit der Anwesenheit des Herrn Porncare 
in Göttingen in der Göttinger Mathematischen Gesellschaft gehalten hat 
(„Zur Theorie der konformen Abbildung‘, Gött. Nachr. a. a. O.). Auf das 
Hubertsche Minimalprinzip gestützt bzw. im Zusammenhange mit diesem 
Minimalprinzip ergaben sich einerseits die im $ 12 erwähnten Methoden 
zum Existenzbeweise des Strömungspotentials U auf der allgemeinsten Rie- 
mannschen Fläche B, andererseits aber auch der Beweis für die Möglich- 
keit der Normierung des allgemeinsten unendlich-vielfach zusammenhän- 
genden schlichten bzw. schlichtartigen Bereichs B als schlichten Schlitz- 
bereich. Zwei Möglichkeiten der Beweisführung sind hier zu nennen. 
Entweder man stützt sich namentlich bezüglich des Beweises, daß die 
Funktion U+:V eine Abbildung auf einen zunächst schlichten Bereich 
leistet, auf die Darstellung der Funktion U als Grenze der Näherungs- 
unktionen U,,ÜT,,..., wie ich dies in meiner ‚vierten Mitteilung‘ getan 
habe und wie auch Herr Courant in seiner Dissertation verfährt, indem 
er sich übrigens prinzipiell auf den Standpunkt stellt, daß auch die be- 
treffenden Näherungsfunktionen nach Ailberts Methode des Dirichletschen 
Prinzips gefunden werden. Oder aber man vermeidet zu dem betreffenden 
Nachweise die erwähnte Darstellung durch die Näherungsfunktionen und gründet 
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den Beweis unmittelbar auf die Minimaleigenschaft der Funktion U, wie ich 
dies in der Note ‚‚Über die Hklbertsche Uniformisierungsmethode‘‘ und auch in 
dieser Abhandlung getan habe. Vom Standpunkte der Methode des Dirichlet- 
schen Prinzips ist dieser letztere Weg nach Hubert als das Ideal zu bezeichnen. 

Was nun den Nachweis des Schlitzcharakters aller Begrenzungs- 
linıen des Bereichs S anbetrifft, auf welchen der Bereich B durch U+:V 
abgebildet wird, so habe ich in meiner ‚‚vierten Mitteilung‘ diesen Nach- 
weis bereits als eine unmittelbare Folge der Minimaleigenschaft dargetan. 
Der wesentliche Gedanke ıst dabei der: es wird die Annahme des Gegen- 
teils benutzt, um ein Teilgebiet von B und für dieses Teilgebiet eine 
spezielle zulässige Variation w zu bestimmen, für welche sich die Variations- 
gleichung als nicht erfüllt herausstellt. Demgegenüber läßt sich der von 
Herrn Courant in seiner Dissertation entwickelte Beweis als ein in gewisser 
Weise direkter Beweis bezeichnen. Herr Cowrant drückt den Wertunter- 
schied der Funktion V an zwei verschiedenen Stellen des Bereichs durch 
ein Doppelintegral aus und schließt durch eine Diskussion dieses Ausdrucks 
unter nochmaliger Benutzung der Näherungsfunktionen, daß die Größe V 
bei der Annäherung an eine Grenze des Bereichs konstant werden muß. 

Neben diesen allgemeinen Beweisen für den Fall des unendlich 
hohen Zusammenhanges erwähne ich noch die in meiner Note ‚Über die 
Hilbertsche Uniformisierungsmethode“ sowie von Herrn Courant in seiner 
Dissertation mitgeteilten direkt auf der Minimaleigenschaft sich gründenden 
Beweise für den Fall endlichen, insbesondere einfachen Zusammenhanges. 
Einen derartigen Beweis hat auch Herr Hilbert selbst in einer von ihm 
im Sommer 1909 gehaltenen Vorlesung mitgeteilt. 


$ 15. Nähere Betrachtung zweier Beispiele: Das Fundamentaltheorem von der 

Uniformisverung algebraischer Kurven durch automorphe Funktionen des Schott- 

kyschen Typus. Konforme Abbildung eines (p+1)-fach zusammenhängenden 
schlichten Bereichs auf einen von p+1 Vollkreisen begrenzten Bereich. 


Wir wollen jetzt speziell annehmen, daß die zu Grunde liegende 
Fläche F die Riemannsche Fläche einer algebraischen Funktion y(xz) vom 
Geschlecht p ist. Dann lassen sich p die Fläche nicht zerstückende Rück- 
kehrschnitte konstruieren, durch welche die Fläche F in einen 2p-fach zu- 
sammenhängenden Bereich #’ verwandelt wird. Diese Fläche F’ kann ın 





Koebe, über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 1. 247 


derselben Weise wie oben $. 203 die gleichbezeichnete Fläche F’ als Grund- 
exemplar zur Bildung einer relativ zu F unendlich-vielblättrigen Über- 
lagerungsfläche & ohne relative Windungspunkte dienen. Wir bilden nun 
die Fläche &, was auf Grund unseres allgemeinen Abbildungstheorems 
möglich ıst, umkehrbar eindeutig und konform auf einen schlichten Bereich 
T ab mittels einer Funktion, die wir mit t(x,%) bezeichnen wollen. Die 
Funktionen x(t) und y(t) sind in dem Gebiete T eindeutige Funktionen, 
und es soll jetzt weiter gezeigt werden, daß die einzelnen relativen Zweige 
der Funktion t(z,y) durch lineare Substitutionen aus einander hervorgehen. 
Wenn dies gezeigt ist, so ist bewiesen, daß bei der erwähnten konformen 
Abbildung das Bild des einzelnen Exemplares F’ ein schlichter Funda- 
mentalbereich mit 29 paarweise durch lineare Substitutionen auf einander 
bezogenen Randkurven ist. Die Funktionen z(t) und y(t) sind dann auto- 
morphe Funktionen des Schottkyschen Typus. Wir haben also dann die 
Funktion y(z) im Sinne des von Herrn Klein Math. Ann. Bd. 19 (1882) 
aufgestellten Fundamentaltheorems uniformisiert. 

Den gewünschten Linearitätsbewers erbringe ich nun in folgender Weise. 

Ich zeige zunächst, daß die Summe der Quadrate der Umfänge sämt- 
licher Einteilungslinien des Bereichs 7, d. s. die den verschiedenen rela- 
tiven Zweigen der Funktion ?t(z,y) entsprechenden verschiedenen Bilder 
der auf F gezogenen Rückkehrschnitte, konvergiert. Darauf beweise ich 
den Satz, daß, wenn mit ?’(t) irgend eine analytische Funktion von t£ be- 
zeichnet wird, durch deren Vermittlung das Gebiet 7 (genauer gesagt, 
das Innere des Gebietes 7) umkehrbar eindeutig und konform auf ein an- 
deres ebenfalls schlichtes Gebiet 7’ abgebildet wird, diese Funktion !’(t) 
notwendig eine lineare Funktion von £ ıst. Diesem letzteren Beweise liegt 
der vorher erwähnte Satz von der Konvergenz der Summe der Quadrate 
der Umfänge zu Grunde. Die Linearität ergibt sich dann aus der Be- 
merkung, daß, wenn £, und ti, irgend zwei Zweige der Funktion t(x, y) 
sind, die Funktion t,(t,) wegen des relativ regulären Baues der Fläche & 
eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung des Bereiches T auf sıch 
selbst vermittelt. 

Wir beweisen jetzt den Satz von der Konvergenz der Summe der 
Quadrate der Umfänge. 

Zu dem Zwecke will ich mit f, einen Ausgangszweig, mit f, ‚ta,ty,... 

Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft3. 35 
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die übrigen Zweige der Funktion t(z,%) bezeichnen. Ich beweise, daß die 
Summe 3 ©] in jedem inneren Teilgebiete 7, von T gleichmäßig kon- 
vergiert. Das gebrauche ich folgenden Hilfssatz. 

Hilfssatz: Es sei t’(t) eine für t=0 verschwindende analytische 
Funktion von t, welche für t<1 regulär erklärt ist und durch deren Ver- 
mittelung das Innere des Einheitskreises umkehrbar eindeutig und konform 
auf einen ebenfalls schlichten, im Endlichen liegenden Bereich abgebildet wird, 


dessen Begrenzungslinie vom Nullpunkte einen kürzesten Abstand <1 hat. 


’ 


Dann liegt der Wert der Funktion t’, mithin auch der Funktion E in einem 


festen Kreise '<g<<1 unterhalb einer von der Wahl der Funktion t (t) 
unabhängigen endlichen Schranke*). 

Wählen wir nun irgendeinen Punkt {,, in T, und konstruieren um 
denselben als Mittelpunkt einen Kreis k,, dessen Radius so groß gewählt 
ist, daß die Kreisfläche %, einschließlich ihrer Peripherie ganz im Innern 
von T liegt, so entsprechen der Kreislinie X, vermöge der Funktionszweige 
tı,to,t,,... andere Linien Ä,,k,, k,,... bzw. der Kreisfläche k, die von den 
Linien k,,kg,ky,... umschlossenen Flächen. Dem Punkte {,, entsprechen 
Punkte £,,, ug; &o,3; .... Konstruieren wir um jeden der letzteren Punkte 
einen möglichst kleinen Kreis, der die Linie k mit dem entsprechenden 
Index noch trıfft, so ist die Summe der Quadrate der Radien dieser 
Kreise offenbar konvergent, weil die Flächen dieser Kreise sich nicht 
gegenseitig überdecken, wenigstens, wenn %k, hinreichend klein gewählt ist. 
Daraus folgt auf Grund unseres Hilissatzes die gleichmäßige Konvergenz 


0 . 

der Summe }(- ät 
o=]1 0 

mäßige Konvergenz offenbar wegen der Willkürlichkeit der Wahl des Punktes 


2 
) zunächst ım Kreise k,. Wir können aber die gleich- 


{,. und damit des Kreises k auf jedes Teilgebiet 7, von T ausdehnen. 
2 
Aus der Konvergenz der Summe > [e) ergibt sich nun leicht die 
0 


Konvergenz der Summe der Quadrate der Umfänge aller Einteilungslinien 
des Gebietes 7. Das Quadrat der Länge einer einzelnen Einteilungslinie 


*) Dieser Satz drückt einen Teil des Inhaltes meines ‚Verzerrungssatzes‘‘ aus 
(s. „Über die Uniformisierung der algebraischen Kurven durch automorphe Funktionen 
mit imaginärer Substitutionsgruppe“ (Gött. Nachr. 1909), sowie „‚Über die Uniformisierung 
der algebraischen Kurven II“ (Math. Ann. 69, 1910), ferner Johansson (Acta soc. 
Fenn. 40, 1). Der Beweis des hier angegebenen spezielleren Satzes ist auch aus letzt- 
genannter Abhandlung (S. 49—50) zu entnehmen. 
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L, wird nämlich in folgender Weise durch ein Integral über eine dem 
Ausgangsfundamentalbereiche BRRUNE: Einteilungslinie Z, dargestellt: 


San di = SS ia dt.) dt ld) < I (ei + - ‘) and 


ff Max du dt, dt, - 5 Max @ta} 


to.z, dtyz, 
In vorstehenden Formeln bedeuten {, und £, zwei auf Z, unabhängig variabel 
gedachte Punkte, t, und t, die entsprechenden Punkte auf Z,, /, den Um- 
fang von L,. 

Nachdem somit die Konvergenz der Summe der Quadrate der Umfänge 
der Einteilungslinien des Bereiches 7 bewiesen ist, ist der Beweis der Linearität 
der von uns untersuchten Abbildungsfunktion !’(t), durch deren Ver- 
mittlung 7 auf T’ abgebildet wird, eine unmittelbare Folge des Cauchyschen 
Integrals, wenn man noch beachtet, daß der Einteilung des Gebietes T ent- 
sprechend auch die Fläche 7’ eine Einteilung besitzt und daß für diese 
Einteilung aus demselben Grunde wie für 7 der Satz von der Konvergenz 
der Summe der Quadrate der Umfänge der Einteilungslinien gilt. Von 
letzterem Satze für 7’ wird dabei nur in soweit Gebrauch gemacht, als 
daraus unmittelbar folgt, daß die Summe der Quadrate der Schwankungen 
der Funktion ?’(t) auf den Einteilungslinien von T konvergiert*). 

An Stelle des oben angegebenen Hilfssatzes kann man auch, wie Herr 
Courant (Dissertation) bemerkt hat, den oben S. 222 hergeleiteten Hilis- 
satz benutzen. Dieser Hilfssatz kann auch folgendermaßen formuliert werden: 

Hılfssatz**): „Wenn eine analytische Funktion der komplexen Variablen 
2=x2-+iy innerhalb des Einheitskreises regulär erklärt ist und im Nullpunkte 
verschwindet, wenn ferner der Flächeninhalt des bei der konformen Abbildung 
durch die analytische Funktion sich ergebenden Bildgebietes <1 ist, so liegt 
der absolute Betrag der von der Funktion in dem Kreise 2 <gq<1l ange- 
nommenen Werte unterhalb einer von der Wahl der Funktion unabhängigen 


endlichen Schranke, welche nur von q abhängt. 


*, Bezüglich der Art der Anwendung des Cauchyschen Integrals verweise ich 
auf meine Arbeit „Über konforme Abbildung mehrfach zusammenhängender ebener 
Bereiche, insbesondere solcher Bereiche, deren Begrenzung von Kreisen gebildet wird‘ 
(Jahresbericht der D. M. V. 15, 1906), sowie auf die Abhandlung „Über die Uni- 
formisierung der algebraischen Kurven II‘ (Math. Ann. 69, 1910, S. 30). 

**, Vgl. meine „vierte Mitteilung“ (S. 16) und die Dissertation von Herrn Courant 


($ 6-7), wo sich auch eine bemerkenswerte Modifikation meines Linearitätsbeweises findet. 
33" 
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Gehen wir nunmehr über zu dem Probleme der konformen Abbildung 
eines (p-+1)-fach zusammenhängenden schlichten Bereiches B auf einen von 
p+1 Vollkreisen begrenzten Bereich K. 

Dieses Problem ist mit dem vorhergehenden nahe verwandt. Es 
kann geradezu als ein spezieller Fall des ersteren interpretiert werden. Wir 
dürfen annehmen, daß alle Begrenzungslinien von B reguläre geschlossene 
Begrenzungslinien sind. Ist das nicht der Fall, so erreichen wir dieses 
Ziel, indem wir mehrmals von dem Osgoodschen Satze über einfach zu- 
sammenhängende Bereiche Gebrauch machen. Wir bilden zunächst den von 
der ersten Begrenzungslinie allein begrenzten einfach zusammenhängenden 
Teil der Ebene, welcher den Bereich B enthält, auf die Fläche eines Kreises 
ab, wobei der Bereich B in einen Bereich B, übergeht. Dadurch ist eine 
Begrenzungslinie ineine durchaus reguläre Linie verwandelt. Dieselbe Opera- 
tion wenden wir jetzt auf die zweite Begrenzungslinie von B, an, wodurch 
B, ın B, übergeht usw. Nach p-+1 Operationen sind wir zu einem Be- 
reiche B,,, gelangt, der lauter reguläre Begrenzungslinien besitzt, von 
welchen die letzte eine Kreislinie ist. Für diesen Bereich wollen wir die 
Bezeichnung B beibehalten. 

Spiegeln wir den Bereich B an seiner kreisförmigen Begrenzungs- 
linie, ebenso den unbekannten Kreisbereich X an der entsprechenden Kreis- 
linie, so erhalten wir einen 2»-fach zusammenhängenden Bereich B-+B’, 
welcher auf einen 2p-fach zusammenhängenden Bereich X + K’ abzubilden 
ist mit der Nebenbedingung, daß zugeordneten Randpunkten des Bereiches 
B+B’, d. s. ın bezug auf die Kreislinie spiegelbildlich sich entsprechende 
Randpunkte, in zugeordnete Randpunkte des Bereiches K + K’ übergehen 
sollen. Bei letzterem Bereiche wird diese Zuordnung ersichtlich durch 
lineare Funktionen vermittelt. Wir haben also die Aufgabe, einen von 2» 
Randkurven begrenzten Bereich mit paarweise regulär analytischer Zuord- 
nung der Randlinien zueinander auf einen Bereich mit 2p paarweise linear 
bezogenen Randlinien abzubilden. Auf Grund der kombinatorischen Me- 
thoden oder auch der Hiülbertschen Methode des Dirichletschen Prinzips 
können wir nun leicht eine analytische Funktion konstruieren, welche in 
dem gegebenen 2p-fach zusammenhängenden Bereiche eindeutig ist und 


den Charakter einer rationalen Funktion besitzt, ferner bei den Randsub- 
stitutionen des Bereiches ungeändert .bleibt. Der Bereiches wird durch Ver- 
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mittelung dieser Funktion in eine längs p Rückkehrschnitten aufgeschnitten 
zu denkende Riemannsche Fläche F vom Geschlecht p transformiert. Da- 
durch sind wir zu der Auffassung des vorher behandelten Fundamental- 
theorems zurückgelangt. 

Ohne die Zurückführung auf das genannte Fundamentaltheorem 
zu benutzen, können wir folgendermaßen verfahren. Wir konstruieren aus 
der Fläche B mit den regulären analytischen Begrenzungslinien in folgender 
Weise eine mit unendlich vielen Faltungslinien*) versehene unendlich-viel- 
blättrige Hilfsfläche &. Zunächst heften wır an jede Begrenzungslinie 
von B je ein Neuexemplar der Fläche B an, wodurch B ın eine Fläche 
B® mit p(p+1) Begrenzungslinien übergeht. An jede Begrenzungslinie 
von B® heften wir wieder je ein Neuexemplar B an, wodurch aus B“ eine 
Fläche B® entsteht usw. Die Fläche ?=lım B" ist schlichtartig, und 


n=n 


wir können auf dieselbe ohne weiteres das allgemeine Abbildungstheorem 
anwenden, da die Schwarz-Neumannschen kombinatorischen Methoden, auf 
welche wir uns in dieser Abhandlung stützen, als einzige Voraussetzung 
über die inneren Punkte des Bereiches nur die machen, daß um jeden ein- 
zelnen derartigen Punkt herum eine auf die Fläche eines schlichten Kreises 
konform abbildbare Umgebung abgegrenzt werden kann. Die Fläche & 
geht bei der konformen Abbildung ın ein schlichtes Gebiet S über, welches 
in lauter konforme Bilder des Bereiches B zerlegt wird. Alle diese Bilder 
entstehen aus einem, $, unter ihnen ın ganz analoger Weise, wie aus einem 
von p+1 Vollkreisen begrenzten Bereich durch sukzessive Spiegelungen 
unendlich viele glatt nebeneinander zu liegen kommende, die Ebene bis 
auf diskrete Punkte ausfüllende Kreisbereiche entspringen. 

Fassen wir eine Begrenzungslinie des Bereiches $} ins Auge. Durch 
diese Linie werden die sämtlichen den Bereich 5 erfüllenden Bilder des 





*) Will man das Zustandekommen von Faltungslinien vermeiden, so kann man 
z. B. zunächst von dem Bereiche B zu einem von lauter zur Achse des Reellen parallelen 
geradlinigen Strecken begrenzten Bereich übergehen. An einem solchen Bereiche läßt 
sich der an einem Kreisbereiche vorgestellte unendliche Spiegelungsprozeß vollständig 
analogisieren, indem man stets an geradlinigen Strecken spiegelt. Die so entstehende 
Fläche ist eine unendlich - vielblättrige Riemannsche Fläche, innerhalb welcher die 
Endpunkte jener Strecken und aller durch Spiegelung sich weiter ergebenden Strecken 
Windungspunkte erster Ordnung sind. 
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Bereiches B bzw. ft eingeteilt in solche Bilder, die außerhalb Z liegen, und 
solche, die innerhalb Z liegen. Erstere erfüllen einen Bereich $,, letztere 
einen Bereich $;, und es ist &,+8;,=8. Der Bereich $, entspricht ver- 
möge der durch Z definierten analytischen Spiegelung umkehrbar eindeutig 
dem Bereiche $8,. Man kann nun eine umkehrbar eindeutige konforme 
Abbildung des Bereiches S auf einen ebenfalls schlichten Bereich 8’ de- 
finieren, bei welcher Z in eine Kreislinie übergeht. Zu dem Zwecke hat 
man nur nötig, die von Z umschlossene einfach zusammenhängende Fläche 
auf die Fläche eines Kreises abzubilden. Die Abbildungsfunktion erklärt 
sich dann auf Grund des Schwarzschen Spiegelungsprinzips von selbst auch 
für die Fläche S$,. Diese Abbildungsfunktion muß nun wegen der Kon- 
vergenz der Quadratsumme der Umfänge der Einteilungslinien von 8, 
sowie der Summe der Quadrate der Schwankungen der Abbildungsfunktion 
auf den erwähnten Linien aus denselben Gründen, wie oben die Funktion 
t’(t), eine lineare Funktion sein. Daraus folgt, weil das Bild von L eine 
Kreislinie ist, daß auch die Linie Z eine Kereislinie ist. 

Ich will zum Schlusse noch folgenden in unseren Betrachtungen 
enthaltenen interessanten Satz aussprechen, welcher eine rein funktionen- 
theoretische Definition des mehrfach zusammenhängenden Kreisbereiches gibt. 

Satz*): Ist B ein von p-+1 geschlossenen regulären analytischen 
Linien begrenzter Bereich, welcher im Sinne des Schwarzschen Spvegelungs- 
prinzips für analytische Linien genau dieselbe Folge von Spvegelungsoperationen 
gestattet, welche ein von p+1 Volikreisen begrenzter Bereich im Sinne der 


*) S. Gött. Nachr., 22. Febr. 1908 (Voranzeige), sowie Gött. Nachr., 20. Febr. 
1909 (‚Über die Uniformisierung der algebraischen Kurven durch automorphe Funk- 
tionen mit imaginärer Substitutionsgruppe“), woselbst ich außer der hier dargelegten 
Methode der Überlagerungsfläche noch eine andere, als iterierendes Verfahren bezeich- 
nete Methode zur Lösung der betrachteten Aufgabe mitgeteilt habe. Bezügl. des 
iterierenden Verfahrens verweise ich auch auf die Abhandlung „Über die Uniformisierung 
der algebraischen Kurven II“, wo ein von dem früheren Beweise verschiedener Kon- 
vergenzbeweis für das iterierende Verfahren mitgeteilt ist. Die Tragweite dieses 
letzten Konvergenzbeweises wie überhaupt des vterierenden Verfahrens zeigt sich in 
vollem Umfange erst bei der Behandlung der allgemeinsten Kleinschen Fundamental- 
theoreme (Klein, Math. Ann. 21, 1883). Ich verweise diesbezüglich auf meine vor- 
läufige Note „Über die Uniformisierung der algebraischen Kurven durch automorphe 
Funktionen mit imaginärer Substitutionsgruppe. (Fortsetzung und Schluß)“, Gött. Nachr., 
28. Mai 1910. 
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Spiegelung mittels Transformation durch reziproke Radien gestattet, so «st der 
Bereich B ein von p+1 Vollkreisen begrenzter Bereich und die Spiegelungs- 
operationen sind sämtlich Transformationen durch reziproke Radien. 


Ein analoger Satz gilt für Fundamentalbereiche des Schottkyschen 
Typus, wenn die Ränderzuordnung analytisch ist und trotzdem alle Sub- 
stitutionen der Gruppe wıe bei linearer Ränderzuordnung existieren und 
so ausgeführt werden können, daß sich eine schlichte Nebeneinanderlagerung 
von Bildern des Fundamentalbereichs ergibt. Für einen solchen Funda- 
mentalbereich ıst die analytische Zuordnung der Ränder notwendig eine 


lineare Zuordnung. 








< 
> 





Über die Cremonasche Transformation der Ebene. 
Von Herrn Heinrich W. E. Jung in Hamburg. 





I. 

Die Theorie der birationalen Transformationen der algebraischen 
Funktionen von zwei Veränderlichen läßt noch viel zu wünschen übrig. 
Das gilt auch von dem einfachsten Falle dieser Transformationen, von der 
schon so viel behandelten C’remonaschen Transformation der Ebene. Es 
sind bisher immer nur solche Fälle betrachtet, wo keine besonderen Singu- 
laritäten vorhanden sind. 

Es sind im wesentlichen zwei Fragen, die mir wichtig erscheinen. 
Die erste ist: Was wird aus einem beliebig gegebenen Divisor bei der 
Transformation? Diese Frage habe ich allgemein behandelt in meiner 
Arbeit: Primteiler algebraischer Funktionen zweier unabhängigen Veränder- 
lichen und ihr Verhalten bei birationalen Transformationen *). 

Bedeuten X und ® zwei Primteiler oder Kurven auf der betrachteten 
algebraischen Fläche, so bezeichne ich mit (X,8) die Zahl der Schnitt- 
punkte der beiden Kurven. Das Symbol (A,®8) läßt sich verallgemeinern, 
so daß es auch definiert ist für den Fall, daß WA und 3 zwei beliebige 
Divisoren sind, die auch gemeinsame Teiler haben dürfen. Das Symbol 
spielt in der Theorie der algebraischen Funktionen von zwei Variablen 
eine große Rolle. Die zweite Frage, um die es sich bei der Theorie der 
birationalen Transformation handelt, ist daher: Wie ändert sich bei der 
Transformation das Symbol (%,8)? oder kann man erreichen, daß (W,®) 
= (W,%) wird, wenn W und %’ die Divisoren sind, in die X und 8 bei 


der Transformation übergehen? Diese beiden Fragen sollen im folgenden 


*) Rend. del Circ. mat. di Palermo, Bd. 26 (1908), S. 113. 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 4. 34 
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behandelt werden und zwar für den einfachen Fall der rationalen Funk- 
tionen von zwei Veränderlichen. Die erste Frage ist zwar schon in der 
oben angegebenen Arbeit erledigt, aber ich will auch darauf für den hier 
zu behandelnden besonderen Fall noch einmal eingehen, so daß diese Arbeit 
die Kenntnis der früheren nicht voraussetzt. 

Das Resultat der vorliegenden Arbeit ist recht einfach und besteht 
wesentlich in drei Sätzen, die ich schon hier kurz charakterisieren will. 
Bei der birationalen Transformation rationaler Funktionen von zwei Ver- 
änderlichen oder bei der eineindeutigen Abbildung zweier Ebenen auf ein- 
ander entspricht zwar im allgemeinen einem Punkte eindeutig wieder ein 
Punkt. Jedoch gibt es eine endliche Zahl von Punkten, denen Kurven 
entsprechen, sowie auch Kurven, denen Punkte entsprechen. Diese Punkte 
und Kurven heißen Fundamentalpunkte und -kurven der Transformation. 
Um vollkommen angeben zu können, was bei der Transformation aus einem 
Primteiler wird, muß man den Fundamentalpunkten in ganz bestimmter 
Art Primteiler zuordnen. Diese bezeichne ich mit kleinen deutschen Buch- 
staben, und zwar für die eine Ebene mit o, und für die andere mit b,, und 
nenne sie Primteiler zweiter Art, während die den Kurven der beiden 
Ebenen entsprechenden Primteiler Primteiler erster Art genannt werden 
sollen. Während für Primteiler erster Art Y\ und 8 der Wert (X,8) einfach 
als Zahl der Schnittpunkte der beiden den Primteilern entsprechenden 
Kurven zu definieren ist, ist die Definition von (a,,a,) oder (b,,b,) nicht 
so einfach. Es ist mir nicht leicht geworden hierfür die passende Definition 
zu finden, wohl auch deshalb, weil die Werte von (a,,a,), (b,,b,) nicht 
ganzzahlig zu sein brauchen, was ich zunächst für unwahrscheinlich hielt. 
Unter Benutzung der Primteiler zweiter Art kann man das Wesen der 
drei Sätze, um die es sich in dieser Arbeit handelt, in folgender Weise 
angeben: 

1. Jeder Divisor, der aus Primteilern erster und zweiter Art beliebig 
zusammengesetzt sein kann, geht bei der Transformation in einen ganz 


bestimmten anderen Divisor über. 
2. Sind die beiden Divisoren Q, und ©, äquivalent, d. h. entsteht 


Sı durch Zerlegen einer rationalen Funktion der ursprünglichen Veränder- 
2 
lichen in Primteiler und gehen DO, und ©, bei der Transformation über in 


0/,0%, so sind auch die beiden Divisoren DO} und ©, äquivalent. 
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3. Sind Q,, 0%, zwei beliebige — nicht notwendig äquivalente — 
Divisoren und geht Q, über in Q,, Q, in ©%,, so ist 
Bei den ganz allgemeinen *) Voraussetzungen, die ich mache, ist es nicht 
zu verwundern, wenn zur Ableitung der an sich einfachen Ergebnisse 
mancherlei Rechnungen nötig sind. 

Nach den Beweisen der drei Hauptsätze habe ich noch einige 
Abschnitte angefügt. Im ersten, Nr. XIX und XX, gebe ich an, in welcher 
Weise sich die Sätze und Gleichungen ändern, die für den bisher be- 
trachteten einfachen Fall gelten. Ich beziehe mich dabei auf eine Arbeit 
von A. Clebsch**), in der die wesentlichsten dieser Sätze und Formeln 
angegeben sind. Die dort angegebenen Sätze bleiben nicht alle richtig, 
wenn man wie in der vorliegenden Arbeit die Voraussetzungen verall- 
gemeinert. 

In Nr. XXI gehe ich kurz auf die Funktionaldeterminante ein und 
ın Nr. XXII gebe ich ein numerisches Beispiel. 

Es sei hier noch bemerkt, da ich in der Arbeit selbst darauf nicht 
zu sprechen komme, daß auch die hier behandelten allgemeinen birationalen 
Transformationen sich aus linearen und quadratischen zusammensetzen 
lassen. Der Beweis hierzu würde sich etwa so führen lassen, daß man 
zunächst zeigt, daß man durch quadratische Transformationen nach einem 
Noetherschen Satze erreichen kann, daß im Endlichen nur voneinander 
getrennt liegende Fundamentalpunkte vorkommen und daß die Kurven- 
büschel, die die Transformationen vermitteln, ın diesen Punkten nur mehr- 
fache Punkte mit getrennten Tangenten haben. Dann aber beiindet man 
sich in dem einfachen üblichen Fall und kann ohne weiteres den Noether- 
schen Satz anwenden, daß jede solche Cremonasche Transformation sich 
aus linearen und quadratischen zusammensetzen läßt ***), 


*) Allgemein in dem Sinne verstanden, daß auch die kompliziertesten Singu- 
laritäten nicht ausgeschlossen sind. 
*) A. Clebsch, Zur Theorie der Cremonaschen Transformationen. Math. Ann. 
Bd. 4, S. 490—496. 
**) Vergleiche hierzu C. Segre, Un’ osservazione relativa alla riduzibilitä delle 
trasformazioni Cremoniane e dei sistemi lineari di curve piane per mezzo di trasfor- 
mazioni quadratiche (Torino Atti T. 36 [1901]), und @. Castelnuovo, Le trasformazioni 


generatriei del gruppo Cremoniano nel piano (Torino Atti T. 36 [1901]). 
34" 
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II. 

Will man sich den Wertevorrat von zwei unabhängigen Veränder- 
lichen veranschaulichen, so hat man zwei Möglichkeiten. Einmal kann 
man die beiden Veränderlichen x und y deuten als — etwa rechtwinklige 
kartesische — Koordinaten einer Ebene. Die unendlich fernen Stellen 
sind dann die Punkte der unendlich fernen Geraden. Unter der Ordnung 
einer ganzen rationalen Funktion von z,y versteht man die höchste 
Dimension der in ihr vorkommenden Glieder. Wird eine solche Funktion 
n-ter Ordnung als möglichst allgemein angenommen, so kommen in ihr 
die Glieder x” und y* wirklich vor. Die einfachsten Transformationen sind 
bei dieser Betrachtungsweise die Transiormationen der Form 

s=ac+by’+c, yza@0+by’+c,, (ab,—a,b#+0). 
Diese Transformationen führen ganze Funktionen wieder in ganze Funktionen 
über und lassen die Ordnung einer jeden ganzen Funktion unverändert. 

Die zweite Methode, sich den Wertevorrat von zwei unabhängigen 
Veränderlichen zu veranschaulichen, ist die, daß man sich jede der Ver- 
änderlichen in je einer komplexen Zahlenebene ausgebreitet denkt. Die 
unendlich fernen Stellen sind die Stellen, für die =», während y be- 
liebig, und dann die Stellen, für die „=, während z beliebig. Die Ordnung 
einer ganzen Funktion wird nicht durch eine Zahl ausgedrückt, sondern 
durch zwei, nämlich durch den höchsten vorkommenden Exponenten von 
x und den von y. Soll eine Funktion von der Ordnung (m, n) möglichst 
allgemein sein, so kommt in ihr das Glied mit x”y" wirklich vor. Die 
einfachsten Transiormationen sind von der Form 


g= . en, (ad—bc#0, ud, —b,c, #0). 
Durch diese werden ganze Funktionen nicht wieder in ganze Funktionen 
übergeführt. Das schadet aber nichts; die allzu ängstliche Beschränkung 
auf ganze Funktionen kompliziert die Untersuchung in vielen Fällen. 


Die Ordnung einer Funktion bleibt aber bei der Transformation ungeändert, 


wenn man sie für gebrochene Funktionen in folgender Weise definiert. Ist 
die gebrochene Funktion dargestellt als Quotient von zwei ganzen Funk- 
tionen und hat der Zähler die Ordnung (m, n), der Nenner die Ordnung 
(m’,n’), so ist die Ordnung der gebrochenen Funktion (m—m’, n—n’). 
Von diesen beiden Methoden ist die erste besonders fiir geometrische 
Untersuchungen geeignet, und da man bei der Betrachtung der algebra- 
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ischen Funktionen von zwei Veränderlichen im allgemeinen von geome- 
trischen Fragen ausging, so ist diese Methode auch immer bei der Unter- 
suchung dieser Funktionen benutzt worden. Aus demselben Grunde ist auch beı 
der Cremonaschen Transformation bisher immer die erste Methode angewandt 
worden. Für analytische Untersuchungen ist dagegen die zweite Methode 
angemessener, und diese soll daher auch im folgenden angewandt werden. 


IIl. 
Wir betrachten zunächst den Körper der rationalen Funktionen von 
z,y. Einer jeden ganzen irreduktiblen rationalen Funktion A(x,y) von x, y 
wird ein Primteder A zugeordnet, indem man definiert, eine Funktion R 


ist durch 4“ teilbar, wenn = für A=0 weder Null noch unendlich wird. 


Auch den Funktionen - und - werden Primteiler & und M zugeordnet. 
Diese werden in folgender Weise definiert. Eine Funktion heißt durch 
2” teilbar, wenn sie für unendlich große Werte von x bei beliebigem % 
Null wird wie 2“, und eine Funktion heißt durch M“ teilbar, wenn sıe 
bei unendlichem y für beliebiges z Null wird wie y“. 

Es gilt der wichtige Satz, jede rationale Funktion von x,y läßt 
sich auf eine und nur eine Art in Primteier zerlegen. 

Ist die irreduktible ganze Funktion A (x, y) von der Ordnung (a,b), 
so sagen wir auch, die Ordnung des zugehörigen Primteilers X ıst (a,b). 
Die Ordnung von % setzen wir gleich (1,0) und die von @ gleich (0,1). 

Das Produkt von irgendwelchen Primteilern, jeder in irgendeiner 
positiven oder negativen ganzzahligen Potenz genommen, heißt ein Diwsor. 
Sind W,,%,,... Primteiler von den Ordnungen (a,,b,), (4, b,)... und ıst 

DUMM - 
ein Divisor, so heißt 
(++: ,mb)+@b,+:-) 

die Ordnung des Divisors. Die Divisoren, die den Funktionen des Körpers 
entsprechen, haben die Ordnung (0,0). Bei den rationalen Funktionen 
von x,y gilt auch das Umgekehrte. 

Alle Divisoren werden in Klassen eingeteilt, indem man zwei Divi- 
soren dann und nur dann in dieselbe Klasse rechnet, wenn ıhr Quotient 
einer Funktion des Körpers entspricht. Da ein Divisor, der einer Funktion 
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des Körpers entspricht, die Ordnung (0,0) hat, so haben alle Divisoren 
derselben Klasse dieselbe Ordnung. Das gilt hier bei den rationalen Funk- 
tionen von z,y auch umgekehrt, nämlich: zwei Divisoren, die dieselbe 
Ordnung haben, gehören derselben Klasse an. Divisoren derselben Klasse 
heißen zueinander däguivalent, in Zeichen ®. 

Es sei 2,,%, irgendein Wertepaar von z,y. Es erweist sich als 
zweckmäßig, wenn man jedem Primteiler für jede Stelle x,,y, eine be- 
stimmte Funktion zuordnet. Es sei X ein Primteiler, und es sei A(x, y) 
diejenige ganze Funktion, durch die X definiert ist. Wir setzen dann 


IT-U=U, Y-Yy%—Pd, 


" . 23 
wo unter <—x, für unendlich großes x, zu verstehen ist > und ebenso 


unter y—Y, für y=x =. Es wird dann 





A(x,y)= 


wo Alu, v) eine ganze rationale Funktion von %,v sein soll, und wo also 
o nur dann von Null verschieden ist, wenn &,=w, und r nur dann, 
wenn %,=®. Die Funktion A(u,v) nennen wir die dem Primteiler X 
für die Stelle &,, 4, zugeordnete Funktion. Solch eine zugeordnete Funktion 
soll aber nur bestimmt sein bis auf eine Einheit für die Stelle uv=v=0. 
Ist also z. B. A(0,0) von Null verschieden, ist also A(u,v) selbst eine 
Einheit für die Stelle 0,0, so können wir als zugeordnete Funktion die 
Zahl 1 nehmen. 

Es seien X und ® zwei voneinander verschiedene Primteiler. x,, %s 
sei eine Stelle, für die die zugeordneten Funktionen von A und ® von 1 
verschieden sind. Es seien A(u,v) und B(w,v) diese zugeordneten Funk- 
tionen. Die Kurven A(u,v)=0 und B(w,v)=0 haben dann in der Um- 
gebung der Stelle u=v=0 gemeinsame Punkte. Deren Anzahl sei A. 
Diese Zahl A sei für alle Stellen bestimmt, für die die zugeordneten Funk- 
tionen von X und 8 beide von 1 verschieden sind. Es ist dann &%h die 
Gesamtzahl der Schnittpunkte der beiden Kurven A(z,y)=0 und B(z,y)=0. 
Wir setzen 


zh=(U,B)=(B,N). 
Für das Symbol (4,8) ergibt sich ein einfacher Wert. Ist nämlich die 
Ordnung von X gleich (a,,a,) und die von 8 gleich (b,, b,), so ist 
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(1.) (A, B)=(B,A = a,b,+ a,b,*). 
Das Symbol (X,%) verallgemeinern wir, indem wir es auch definieren für 
beliebige Divisoren. Wir setzen fest, daß die Rechenregeln gelten sollen 


(2.) (A, 8, 8,) = (A,8,) + (W,B,), (a, 





UI, B). 


Mit Hilfe dieser Regeln läßt sich (Q,, 0,) für beliebige Divisoren zurück- 
führen auf Symbol (W,8), wo WM und 8 Primteiler sind. Damit ist 
(D,, Qg) definiert, wenn Q, und Q, keinen Primteiler gemeinsam haben. 
Um auch den Fall, wo O, und ©, einen oder mehrere Primteiler gemeinsam 
haben, nicht auszuschließen, haben wir noch festzusetzen, was unter (W,W) 
zu verstehen ist. Wir definieren (W,%) so, daß wir die Formel (1.) rein 
formal auch auf diesen Fall anwenden. Also 


(3.) (U,A) = 2a, 0. 
Ist jetzt 
Mer, ii 
so wird 
(4.) (D, D,) = za; Pr (2 (;; ‚B;). 


Es sei (a,,a;) die Ordnung von %, und (b,,b;) die von ®,. Dann wird 
(D,D)=-F0o,ß,(a,b+ab)=Faa, EP;b+ Fo,a-Zß,b,, 


(5.) Sn nt NR | 

wo (9,,91) die Ordnung von Q, und (9,9) die von ©, bedeutet. Da 
Divisoren derselben Klasse in der Ordnung übereinstimmen, so besteht der 
wichtige Satz: 

Das Symbol (D,, Q,) ändert sich nicht, wenn man D, und D, durch 
irgendeinen anderen Divisor ihrer Klassen ersetzt. 

Das Symbol (9, , &,) ist eigentlich nicht eine Funktion der Divisoren 
Q, und Q, sondern der Klassen (9,) und (9,). 


IV. 
Es sei A(x,y) eine ganze rationale Funktion von x und y. Dieser 
entspricht ein Primteiler A. Setzen wir A=0, so geht der Körper der 


*) Siehe A. Brill, Über Elimination aus einem gewissen System von Glei- 
chungen, $2 (Math. Ann. Bd. 5) oder H. W. E. Jung, Kurvenscharen in einer Ebene, 
$ 4 (Dieses Journal, Bd. 134). 
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rationalen Funktionen von x und y über ın einen algebraischen Körper 
einer Veränderlichen. Diesen bezeichnen wir auch mit %. Die Funktionen 
des Körpers der rationalen Funktionen von z und % und des Körpers 
entsprechen sich in der Weise, daß jeder Funktion des Körpers (z,y) eine 
und nur eine des Körpers A entspricht, nämlich diejenige, in die sie für 
A=0 übergeht. Gleichungen, die zwischen den Funktionen des Körpers 
(x, 4) bestehen, bestehen auch zwischen den ihnen entsprechenden Funk- 
tionen von X. Umgekehrt entsprechen natürlich jeder Funktion von \ 
unendlich viele Funktionen des Körpers (z,%). Den Übergang vom Körper 
z,y zum Körper X wollen wir auch so ausdrücken, daß wir sagen, wir 
setzen Y=0. 

Hiernach liegt es nahe, den Begriff des Primteilers allgemeiner zu 
fassen und ihn unabhängig zu machen von der Wahl der unabhängigen 
Veränderlichen, nämlich so: Ist A irgendein algebraischer Körper einer 
Veränderlichen, der dem Körper (x,y) in der Weise zugeordnet ist, daß 
jeder Funktion aus (x,y) eine Funktion aus X entspricht und daß alle 
Gleichungen, die zwischen den Funktionen aus (x,%) bestehen, auch 
zwischen den ihnen entsprechenden Funktionen bestehen, so nennen wir 
A einen Primteiler. Den Übergang vom Körper (z,y) zu A drücken wir 
wieder so aus, daß wir sagen, wir setzen Y=0. Es bleibt zu definieren, 
was wir darunter verstehen, daß eine Funktion durch X“ teilbar ıst. Unter 
allen den Funktionen aus (2,%), die für Y=0 identisch den Wert O0 an- 
nehmen, gibt es immer, wie sich später noch zeigen wird, solche, die von 
möglichst niedriger Ordnung verschwinden. Eine solche sei @(z,y). Diese 
Funktion braucht nicht ganz zu sein; sie ist, wie wir sehen werden, unter 
Umständen sogar sicher gebrochen. Wir sagen dann, eine Funktion R(x,y) 


ist durch X“ teilbar, wenn e für X = 0 nicht identisch Null oder Unendlich 


wird, also entweder in eine von Null und Unendlich verschiedene Konstante 
übergeht oder in eine wirkliche Funktion des Körpers X. 


V. 


Es fragt sich nun, wie man die so definierten Primteiler bestimmen 
kann. Dabei scheint es mir wichtig, daß man diese Bestimmung durchführt 
unter Benutzung nur der einmal gewählten Veränderlichen z,y, also ohne 
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Transformationen zu Hilfe zu nehmen, um dann nachher die Resultate auf 
die Transformationen anzuwenden. 

Es seı also WA irgendein Primteiler. Wir haben zwei Fälle zu 
unterscheiden. Es kann sein, daß für Y=0 z und y nicht beide konstant 
werden. Es kann aber auch sein, daß x und y für X=0 beide konstant 
werden. Betrachten wir den ersten Fall. Da x und y für Y=0 in Funk- 
tionen des Körpers A einer Veränderlichen übergehen, so besteht zwischen 
ihnen für A=0 eine irreduktible Gleichung, etwa A(z,y)=0, Es wird 
dann für A= 0 die ganze irreduktible Funktion A(z,y) gleich Null, d.h. 
aber, der Körper X ist definiert durch die Gleichung A(z,y)=0. Es ist 
demnach X ein Primteiler von der in Nr. III betrachteten Art. 

Wir gehen zum zweiten Fall über. Für Y=0 werden x und y 
beide konstant. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, daß x und y 
beide für Y=0 den Wert 0 annehmen. Es sei R(x,y) eine Funktion des 
Körpers (2,y), die für X= 0 nicht konstant wird. Stellen wir R als 
Quotienten von zwei ganzen Funktionen dar, 

_ 0, y) 


 Haa,y)’ 
so muß für 2=y=0 sowohl @ wie auch H verschwinden. Denn sonst 
würde für Y=0, d.h. für 2&=y=0 R konstant werden. Werden @ und 
H beide gleich Null für =y=0, so wird R vollkommen unbestimmt, 
wenn wir einfach setzen würden 2=4y=0. Um daher den Körper W zu 
definieren, dürfen wir z,% nicht unabhängig voneinander dem Werte 0 zu- 
streben lassen, sondern wir müssen eine Gleichung zwischen den Größen x, y 
festsetzen, so daß die eine in ganz bestimmter Art gleichzeitig mit der 
anderen verschwindet. Diese Gleichung muß so gewählt werden, daß bei 
dem Grenzübergang die Funktion R nicht konstant wird. Es muß also 
die Gleichung, die wir zwischen x und % festsetzen, jedenfalls einen Para- 
meter it enthalten, und zwar so, daß nach dem Grenzübergang R eine 
Funktion von £ wird. 
Die Gleichung, die wir zwischen x und % annehmen müssen, sei 
(6.) yzaX+a8X®+ +, 
wo 0<&,<&<C+.. und wo die Koeffizienten a, als Parameter aufzufassen 
sind. Setzen wir den Wert von y aus (6.) ein, so möge sich ergeben, 
nach steigenden Potenzen von x geordnet, 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 4. 35 








264 Jung, Cremonasche Transformationen der Ebene. 


G(a,y)=rrlg+g2®+.-), Hia,y)=a@(h+hr"+r..). 
Wäre 0>o, so würde für =0 R gleich Null werden, und wäre o<o, 
so würde für 2=0 R unendlich werden. Es muß also e=o sein. Dann 


wird für 2=0 


9 
1 
Da aber R nicht konstant werden soll, so muß 7 von den Parametern a, 


wirklich abhängen. 
Wir betrachten jetzt die Gleichung 


(7.) G(z,y)—kH(z,y)=0, 


in der %& einen willkürlichen Parameter bedeuten soll. Führen wir in die 
linke Seite dieser Gleichung den Wert von y aus (6.) ein, so bekommen wir 
G(2,y)—kH(z,y)=at[(g—kh)+ga®—kh,a"+t..]. 
Von den Koeffizienten a, in (6.) können einige bestimmte Zahlen sein. 
Aber mindestens einer muß unbestimmt bleiben. Der erste Koeffizient, 
der unbestimmt bleibt, sei a, Es mögen also a,,dg,...a,_, bestimmte 
Zahlen sein. In der Gleichung (7.) ist g—kh eine Funktion der a,, 
die nicht bestimmte Zahlenwerte haben. Da aber z’(g—kh) das Glied 
mit der niedrigsten Potenz von x ist, so kann g—kh nur von a, allein 
abhängen. Denn da a,,, mit einer höheren Potenz von x multipliziert 
ist als a,, so hat auch in @—kH nach Einsetzen des Wertes von y aus 
(6.) jedes Glied, das a,,, enthält, eine höhere Potenz von x zum Faktor 
als ein Glied, das a, statt a,,, enthält. Es ist also g—kh eine Funktion 
von a, allein, und zwar eine ganze rationale. Wir könnten daher, wenn 
wir wollten, a, als eine Wurzel der Gleichung g—kh=0 bestimmen. Dann 
würde @—kH nach Einsetzen von y aus (6.) stärker Null als x. Wir 
könnten dann weiter a,,, in ähnlicher Art so bestimmen, daß @—kH von 
noch stärkerer Ordnung Null würde usw. Mit anderen Worten, wir können 


@,,@,r1,... SO bestimmen, daß die Entwicklung (6.) eine Wurzel der 


Gleichung (7.) wird. Daraus schließen wir, daß die ersten »—1 Glieder 
in (6.) übereinstimmen mit den »—1 ersten Gliedern einer der Wurzeln 
der Gleichung @(z,y)—kH(x,y)=0. Die ersten v»—1 Koeffizienten a,, 
(y,...d,_, sind dabei so beschaffen, daß sie nicht von k abhängen, da sie 
ja reine Zahlenkoeffizienten sind. Dagegen hängt der Koeffizient des 
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iolgenden Gliedes in der Entwicklung der Wurzel von k ab. Dieser ergibt 
sich als Wurzel der Gleichung 





(8.) g(a,)—kh(a,)=0. 
Da aber der Quotient 7 von a, abhängen muß, wie wir gesehen haben, 
so hat die Gleichung (8.) oder die Gleichung 
g(a,) _ 
Fre 


mindestens eine Wurzel, die von % abhängt. 

Schließlich können wir noch bemerken, daß es vollkommen genügt, 
die Entwicklung (6.) bis zum »v-ten Gliede einschließlich zu kennen. Denn 
beim Grenzübergang wird 





so daß alle weiteren Koeffizienten a,,,,... auf das Resultat keinen Einfluß 
haben. Für a, schreiben wir . Es ist dann i der Parameter, von dem 
die Funktionen des Körpers A abhängen. 

Nach diesen Ergebnissen ist das Verfahren zur Bestimmung eines 
Körpers X, in dem x und %y beide konstant werden, etwa den Wert Null 
annehmen, während die Funktion R(x,y) nicht konstant wird, folgendes. 


Y 


Es seı R= TE 
bilde die Gleichung 


wo @ und H teilerfremde ganze Funktionen sind. Man 


G(z,y)—kH(x,y)=0 
und stelle die Entwicklungen derjenigen Wurzeln dieser Gleichung nach 
steigenden Potenzen von x auf, die für ©=0 verschwinden. Jede dieser 
Entwicklungen braucht man nur bis zu dem ersten Gliede zu kennen, 
dessen Koeffizient von k abhängt. Eine dieser Entwicklungen sei 


yzaX"+09r+ ..., 


und es sei der erste Koeffizient, der von k abhängt, a,. Setzen wir 


y=z"+9r° +. ++a,_, cr +trr 
in alle Funktionen des Körpers (x, y) ein und setzen dann nach gehöriger 
Reduktion 2=0, so werden alle Funktionen des Körpers (x, y) entweder 
konstant oder, wie z. B. R, rationale Funktionen von t. Es gehen also 
alle Funktionen des Körpers (z,y) in Funktionen eines Körpers einer Ver- 


änderlichen über. Da sich die Funktionen dieses Körpers durch i rational 
35* 
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ausdrücken lassen, so ist der Körper vom Geschlecht Null. Die so definierten 
Körper und Primteier nennen wir zweiter Art und bezeichnen sie mit kleinen 
deutschen Buchstaben. Die anderen Primteiler, wie sie in III definiert 
sind, nennen wir dagegen Primteder erster Art und bezeichnen sie auch 
weiterhin mit großen deutschen Buchstaben. Die Einteilung der Primteiler 
in solche erster und zweiter Art hängt natürlich ab von der Wahl der 
unabhängigen Veränderlichen, worauf wir noch ausführlich zurückkommen. 
Es sei noch ausdrücklich darauf aufmerksam gemacht, daß die Primteiler 
zweiter Art nicht verwechselt werden dürfen mit den Primteilern zweiter 
Stufe, die ich bei anderer Gelegenheit auch mit kleinen deutschen Buch- 
staben bezeichnet habe. 

Aus unserer Entwicklung geht noch hervor: Es gibt immer min- 
destens einen Primteiler zweiter Art a, so daß für a=0 die Funktion R 
nicht konstant wird, während x und y für a=0 die konstanten Werte x, 
und %, annehmen, wenn für 2£=2,, y=%, sowohl Zähler wie Nenner von 
R verschwinden; oder anders ausgedrückt: Ist in Primteiler zerlegt 

10) 
R= r% 
wo ® und 9 ganze teilerfremde Divisoren sein sollen, so gibt es immer 
dann und nur dann mindestens einen Primteiler zweiter Art a, so daß 
für a=0 R nicht konstant wird, wenn 
| (6,5)#0. 
Es gibt also nur dann keinen solchen Primteiler zweiter Art, wenn 


(6,9) =0. 


Da 5 R, also gleich einer Funktion des Körpers (x, y) ist, so ist 9. 


Es haben also & und $ dieselbe Ordnung. Diese sei (a,b). Dann ist 
(6,9)=2ab, 

also nur dann gleich Null, wenn entweder a oder b den Wert Null haben. 

Es gibt also dann und nur dann keinen Primteiler zweiter Art a, so dab 

für a=0 die Funktion R nicht konstant wird, wenn R entweder nur eine 

Funktion von & oder nur eine Funktion von % ist. 


vl. 
Wir können jetzt auch genauer angeben, wie man entscheiden kann, 
durch welche Potenz eines Primteilers zweiter Art eine gegebene Funktion 
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teilbar ıst. Es seı a ein Primteiler zweiter Art. Er sei definiert durch 
die Gleichung 


€ı €, e,— ey 


(9.) yzh%'? +’ ++: +a,_,% gt 
wo wir jetzt annehmen, daß die &,&,,&,... positive ganze Zahlen sind 
und daß der Nenner & so klein wie möglich gewählt ist. Führen wir 
den Wert von y aus (9.) in die Funktion F(x,y) des Körpers (x,y) ein 
und entwickeln nach steigenden Potenzen von x, so ergebe sich 
F(x,y)she’+hr' +. 

Ist &>>0, so wird für z=0, d.h. für a=0 die Funktion F auch Null; 
ist @&<0, so wird für a=0 die Funktion F unendlich. Im ersten Falle 
ist F durch eine positive Potenz von a teilbar, im zweiten durch eine 
negative. Um genau diejenige Potenz von a zu finden, durch die F teilbar 
ist, haben wir nach der früher gegebenen Definition eine Funktion zu 
suchen, die für a=0 von möglichst niedriger Ordnung verschwindet. Es 


ist aber die kleinste Potenz von x, durch die eine rationale Funktion von 
1 


x,y nach Einsetzen von (9.) teilbar werden kann, die Potenz x’. Wir 
können aber die Gleichung (9.) auffassen als algebraische Gleichung zwischen 
x und y, und nach einem Satz aus der Theorie der algebraischen Funk- 


tionen gibt es immer eine Funktion, deren Entwicklung nach steigenden 
1 


Potenzen von x genau mit z° beginnt. Also ist die Funktion F genau 
teilbar durch a“. Hiernach ist es in jedem Falle leicht zu entscheiden, 
durch welche Potenz eines Primteilers a eine gegebene Funktion teilbar ist. 

Wir können noch einen Schritt weiter gehen und auch die Teil- 
barkeit eines Primteilers erster Art durch einen zweiter Art definieren. 
Es sei ® ein Primteiler erster Art und b einer zweiter Art. Für b=0 werde 
C=%, Y=Yo. Wir setzen 


T—-H=%, Y-Y-?’, 


ET 
wo unter 2—x,, Y—Y, zu verstehen ist z’y> Wenn 2 und , unendlich sınd. 


Die b definierende Gleichung sei 
1 = 
v—=HU’+nuUt +. 


wo die e ganze positive Zahlen sind, und der Nenner & so klein gewählt 
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ist wie möglich. Es sei ferner P(w,v) die zugeordnete Funktion von % 
für die Stelle &,, y. Setzen wir in P(w,v) statt v den Wert aus der 
vorstehenden Gleichung und ordnen nach steigenden Potenzen von v, so 
möge sich ergeben 


P(u,v)=v' mtv mtr. 
Wir sagen dann, der Primteiler ® ist durch b“ teilbar. Ist dann eine 
Funktion R aus dem Körper (x,y) in Primteiler — erster Art — zerlegt, 


R=W PB. 
und ist ®, durch b“ teilbar, so ist R genau teilbar durch b"A+te#.+ 
wie man sofort sieht, wenn man R durch die zugeordneten Funktionen der 
% für die Stelle x,,%, darstellt. Hiernach ist es unnötig, bei der Zer- 
legung von Funktionen in Primteiler die Primteiler zweiter Art besonders 
aufzuführen, da sie in denen erster Art enthalten und durch diese mit- 
bestimmt sind. 

Wir erweitern jetzt den Begriff des Divisors dahin, daß wir zur 
Bildung eines Divisors auch Primteiler zweiter Art zulassen. Enthält ein 
Divisor nur Primteiler erster Art, so nennen wir ihn einen Divisor erster 
Art; enthält er nur Primteiler zweiter Art, so soll er Divisor zweiter Art 
heißen. Es ist dann jeder Divisor darstellbar als Produkt von einem 
Divisor erster Art und einem Divisor zweiter Art. Wir teilen auch jetzt 
wieder alle Divisoren in Klassen ein, indem wir zwei Divisoren dann und 
nur dann in dieselbe Klasse nehmen, wenn ihr Quotient einer Funktion 
des Körpers entspricht. Da einer Funktion des Körpers aber immer ein 
Divisor erster Art entspricht, so gehören zwei Divisoren dann und nur 
dann in dieselbe Klasse, wenn sie in dem Divisor zweiter Art, den sie ent- 
halten, übereinstimmen und die in ihnen enthaltenen Divisoren erster Art 
derselben Klasse angehören. 


vl. 
Wir gehen nunmehr zur birationalen Transformation über. Die 
ursprünglichen Veränderlichen bezeichnen wir mit z,y und die neuen mit 


&,n. Die Transiormationsgleichungen seien 


F,(&, n)’ G,(&,n)’ 


aus denen sich ergeben möge 





(10.) 





1 
’ 
% 
h 
L 
\ 
12 
H 
F 
N 
j 
% 
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‚ H (z, y) K (x, 4) 
10 . m - Ih Si N —— . 
’ H,(#,y) ; K, (2,9) 
Die beiden Körper (x,y) und (£,n) sind also miteinander identisch. 


Wir haben alle Primteiler in zwei Arten eingeteilt. Aber diese Ein- 





teilung hing ab von der Wahl der unabhängigen Veränderlichen. Es kann 
also ein Primteiler von der ersten Art sein in bezug auf xz,y, während 
er in bezug auf $,n von der zweiten Art ist, und umgekehrt. Diese Prim- 
teiler wollen wir singulär nennen für die betrachtete Transformation, oder 
einfach singulär, da es sich hier nur um diese eine Transformation handelt. 

Jedem Primteiler entspricht ein bestimmter algebraischer Körper 
einer Veränderlichen. Jeder solche Körper bleibt bei birationalen Trans- 
formationen invariant, die zugehörigen Primteiler im allgemeinen aber 
nicht, wir wir sehen werden. Wir können daher die Primteiler nicht mehr 
gerade so bezeichnen wie die entsprechenden Körper. Wir bezeichnen 
einen Körper einer Veränderlichen jetzt mit einem überstrichenen großen 
deutschen Buchstaben. Den zugehörigen Primteiler bezeichnen wir mit 
demselben deutschen Buchstaben, und zwar mit einem großen, wenn es ein 
Primteiler erster Art, mit einem kleinen, wenn es ein Primteiler zweiter 
Art ist. Schließlich fügen wir noch einen Akzent hinzu, um anzudeuten, 
daß der Primteiler in bezug auf &,n gemeint ist. 

Soll ein Primteiler b zweiter Art in Bezug auf z,y ein singulärer 
Primteiler sein, so dürfen für b=0 & und n nicht beide konstant werden. 
Wie diese Primteiler zu bestimmen sind, haben wir in Nr. IV eingehend be- 
sprochen. Danach kann es nur eine endliche Zahl solcher Primteiler geben. 
Diese Zahl sei m. Die singulären Primteiler seien 


(11.) Du 
Der b, entsprechende Primteiler wäre, wenn wir ihn auf &,n beziehen, 


mit ®; zu bezeichnen, wir wollen aber bei diesen Primteilern den Akzent 
iortlassen und sie einfach mit 


(12.) Be Base Bu 


bezeichnen. Für b,=0 gehen & und „, ohne beide konstant zu werden, 
in Funktionen des Körpers ®, über. Es besteht also dann zwischen ihnen 
eine algebraische Gleichung 


(13.) B.($,n) =. 
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Umgekehrt gibt es auch Primteiler, die in bezug auf x,y von der ersten 
Art sind, aber inbezug auf #,n von der zweiten Art. Ihre Anzahl ist, 
wie wir später (in Nr. XIX) beweisen werden, auch gleich m. Wir be- 
zeichnen sie als Primteiler von (x,%) mit 


(14.) WM 
und als Primteiler von ($&,n) mit 

(15.) TUR MORBERR. So. 
wir lassen also auch bei den a, den Akzent fort, den wir eigentlich hin- 
zufügen müßten. Die Gleichung, die für W=0 zwischen x und y be- 
steht, sei 


(16.) A,(2,y) = 
Wie wir in Nr. IV sahen, sind dann und nur dann keine singulären Prim- 


teiler b, vorhanden, wenn die Funktionen und z entweder nur von x 
1 

oder nur von % abhängen. Da nicht beide nur von x oder nur von % 

abhängen können, so hängt dann etwa &= # nur von z und 7= £ nur 


von yab. Damit auch x und y eindeutige Funktionen von & und 7 werden, 
muß dann nach einem bekannten Satze der Funktionentheorie die Trans- 
formation von der Form sein: 


_ at _ _UYyrb » = 
 ex+d’ "Toyrd’ (ad bc+0, a,d, b,c, #0). 


Hat die Transformation diese Gestalt, so sind also keine singulären Prim- 
teiler b, vorhanden, aber auch keine a,, da deren Anzahl mit der der b, über- 
einstimmt. Es ist danach diese Transformation die einzige, bei der keine 
singulären Primteiler vorkommen. 

Bei geometrischer Deutung entspricht, wie schon oben angegeben, 
einem Primteiler erster Art von (x,y) eine Kurve in der xzy-Ebene, einem 
Primteiler zweiter Art dagegen ein Punkt. Das Entsprechende gilt für die 
Primteiler in bezug auf die $n-Ebene. Deuten wir die Transformation als 
eine Transformation der beiden Ebenen, der xy-Ebene und der $n-Ebene, 
so entspricht im allgemeinen einem Punkte der einen Ebene ein Punkt der 
anderen und umgekehrt. Ist aber x,,%, ein Punkt der xy-Ebene derart, 
daß etwa für b,=b,=..-=b,=0 die Größen x und y die Werte z,,%, an- 
nehmen, so entsprechen dem Punkte x,,4, der xy-Ebene die Kurven 
B>,B2,...8, oder BB=B,=..-=B,=0der $n-Ebene. Es gibt also im all- 
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gemeinen in der &y-Ebene Punkte, denen Kurven entsprechen, und auch um- 
sekehrt Kurven, denen Punkte entsprechen. Die Kurven in den beiden 
Ebenen, denen in der anderen Ebene Punkte entsprechen, heißen aus- 
gezeichnete Kurven oder Fundamentalkurven und die ihnen entsprechenden 
Punkte Fundamentalpunkte. Die Anzahl der Fundamentalkurven ist in beiden 
Ebenen dieselbe, nämlich m. 


VI. 

Es seı ® ein nicht singulärer Primteiler in bezug auf x,y. Ihm 
entspricht ein Körper einer Veränderlichen ® und diesem entspricht ein 
Primteiler ®’ ın bezug auf &,n. und ®’ entsprechen sich dann bei der 
betrachteten birationalen Transformation. Wir können aber nicht einfach 
sagen, daß ® in P” übergeht. 

Es sei noch eine abkürzende Bezeichnung eingeführt. Das Produkt 
aus allen Primteilern zweiter Art, die in einem Divisor Q aufgehen, und 
zwar jeder in der Potenz genommen, in der er in O enthalten ist, sei 
bezeichnet mit s(D) oder auch süQ. Eine analoge Bedeutung habe für die 
Primteiler in bezug auf (£,n) das Zeichen s(D’) =sX%. 

Es sei die Funktion R(x,y) durch ® teilbar. Es gehe R(x,y) beı 
der Transformation über in R’(£,n). Ist ® durch einen der Primteiler erster 
Art in bezug auf x,y, etwa durch b, teilbar, während keiner der anderen 
in R enthaltenen Primteiler durch b, teilbar ist, so wird R für b,=0 auch 
gleich O und es muß daher R’($,n) für 8,=0 verschwinden, d. h. es muß 
R'(&,n) durch 8, teilbar sein. Genauer können wir sagen, wenn R durch 
b7 teilbar ist, dann muß AR’ durch ®7 teilbar sein. Würden wir ® einfach 
in ®’ übergehen lassen, so würden diese Verhältnisse nicht zum Ausdruck 
kommen. Wir müssen vielmehr sagen, ist ® genau teilbar durch b/ bj?...bm, 
so geht ® über in PBB%..-Bn. Hierdurch würde zum Ausdruck kommen, 
daß eine Funktion R, die durch ® teilbar ist und die außer ® keinen 
Primteiler enthält, der durch singuläre Primteiler teilbar ıst, durch die 
Transformation übergeht in eine Funktion R’, die genau durch Bf Bd... Bm 
teilbar ist. Jedoch gibt diese Darstellung auch noch kein richtiges Bild 
der wirklichen Verhältnisse. Das sieht man sofort, wenn man umgekehrt 
zusieht, was aus dem Divisor PB.--Bfm beim Übergange von #,n zu 


d geht bei der 


b) 
x,y wird. Einfacher wird es schon, wenn wir sagen MP) 
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Transformation über in ®’. Nun kann aber ®’ durch Primteiler erster 
Art in bezug auf &,n teilbar sein. Es sei etwa 
s(P’)= at! ad?.. am 


(Gehen wir dann von ®’ aus, so kommen wir zu dem Schlusse, daß beim 


P P 


Übergang von &,n zu x,y nicht P in SB) übergeht sondern )° Es 
wird also die Gleichung 
(L.) ER. A 
sP SP) 


die wirklich vorhandenen Verhältnisse darstellen. 

Es sei W, einer der singulären Primteiler. Beim Übergang von z,% 
zu &,n geht X, über ın a. Ist aber X, durch singuläre Primteiler b, teilbar, 
ist also s(W,) von 1 verschieden, so werden wir wieder sagen müssen, nicht 


%, sondern E geht ın a, über. Wir haben also die Gleichung 


s(U) s 
(11.) sU) (;. 
Analog haben wir dann noch für die Primteiler 8, die Gleichung 
B, 
III. —— =. 
(ITT.) 9 


Die Gleichungen (I.), (II.), (III.) genügen, um von jedem Divisor zu sagen, 
was aus ihm beim Übergang von z,y zu &,n oder umgekehrt wird. So 
folet z. B. aus den or (I.) und (III.) 


Bı 2 Am 
in, Pop (8) Gi (en )" 
Wir fassen das gefundene Resultat in den Satz zusammen: 

Satz 1. Durch die Gleichungen (1.), (1I.), (III.) st eindeutig be- 
stimmt, was aus einem beliebig gegebenen Divisor bei der brrationalen Trans- 
formation wird. Die Zahl, die angibt, wie oft ein Primteler in einem Divisor 
enthalten vst, vst unabhängig davon, ob wer bei ihrer Bestimmung die Dar- 
stellung des Divisors durch Primteder in bezug auf x,y oder durch solche 
in bezug auf &,n zugrunde legen. 

Es sei R(x,y) eine rationale Funktion von (z,y). Es sei in Prim- 
teiler zerlegt 

(18.) R(2,y)= BE Be Bü. 
Durch die Transformation gehe R über in R’(£,n), und es sei in Primteiler 


zerlegt (in bezug auf £,) 
(19.) R’(&,7)= 9 0,%. Dr. 
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Es ist zu zeigen, daß man unter Benutzung der Formeln (I.), (1I.), (III.) 
aus der Darstellung (18.) die Darstellung (19.) bekommt und umgekehrt. 
Dies folgt aber einfach daraus, daß die Transformationsformeln (I.), (11.), 
(IIIL.) so gewählt sind, daß die Potenz, ın der ein Primteiler — erster 
oder zweiter Art — in R enthalten ist, unverändert bleibt bei Anwendung 
dieser Formeln und daß andererseits R’ alle Primteiler in derselben Potenz 
enthält wie R. 

Damit ist auch folgendes bewiesen. Sind Q, und DO, zwei beliebige 
Divisoren — in bezug auf x,y —, die also Primteiler erster und zweiter 
Art enthalten können, und gehen durch die Formeln (1.), (11.), (III.) Q, 
und Q, über in Q,, Qg, so gehören Q, und ©, dann und nur dann derselben 
Klasse an, wenn Q, und 9, derselben Klasse angehören. Denn hierdurch 
wird nichts anderes behauptet als: wenn Q, und ©, einander äquivalent 


sind, wenn also . gleich einer Funktion des Körpers (x,y), etwa gleich 


Q 
R(x,y) ist, so geht durch die Formeln (I.), (11.), (III.) ne wieder über 
in eine Funktion des Körpers (x,4y) oder ($,n). Das ist aber der Fall, 
wie wir gesehen haben. Danach haben wir den 

Satz 2: Sind DO, und D, belvebige Divisoren und geht bei der Trans- 
formation DO, über in DI, D&, in DL, so ist U=D, dann und nur dann, 
wenn auch D,® Du. 

IX. 

Wir haben in Nr. III definiert, was unter (Q,,Q,) zu verstehen ıst, 
wenn Q, und SQ, irgend zwei Divisoren erster Art sind, d. h., wenn sie 
nur Primteiler erster Art enthalten. Für dies Symbol galt der wichtige 
Satz: (Q,,0,) ändert sich nicht, wenn man Q, und Q, durch Divisoren 
ersetzt, die ihnen äquivalent sind. Da wir jetzt auch Primteiler zweiter 
Art haben, so handelt es sich darum, das Symbol (9,, Q,), auch für den 
Fall zu definieren, daß ın O, und Q, Primteiler zweiter Art vorkommen. 

Zunächst setzen wir fest, daß die Rechenregeln, die für das bisherige 
Symbol (9,,0,) gelten, bestehen bleiben sollen. Dann genügt es, zu 
definieren den Wert der Ausdrücke 

(b,5), (9, (,%), (u, P), 
wo ® und ®’ irgend zwei Primteiler — singuläre oder nichtsinguläre — 
sind. Diese Definition kann uns aber nur dann etwas nützen, wenn wir 
36* 
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sie so einrichten, daß die beiden folgenden Sätze bestehen: 
a) Sind Q, und ©, zwei beliebige Divisoren in bezug auf z,y und 
gehen sie beim Übergang zu $,n über in 91,0, so ist 


(Q; D,) = (9; D2)- 

b) It 09, und ,&Q,, so ist (U, )=(D,, Q,). Wenn wir 
auch mit den uns bisher zu Gebote stehenden Mitteln die geforderte 
Definition noch nicht geben können, so können wir doch schon hier unser 
Problem wesentlich vereinfachen. 

Es sei ® irgendein Primteiler, der durch b, nicht teilbar ist. 
Solche gibt es immer. Wird nämlich z=%,, y=Yy, für b,=0, so braucht 
man für ® nur den Zähler einer ganzen Funktion zu nehmen, die für 
%=%9, Y=Y, nicht verschwindet, oder wenn wir auch unendlich große 
Werte von z, und %, nicht ausschließen wollen, kann man für ® einen 
Primteiler nehmen, dessen zugeordnete Funktion für die Stelle 2=2,, y=% 
nicht gleich Null wird. Da dann % und b, nichts miteinander zu tun 
haben, wird man mit gutem Gewissen definieren 


(P;b)=0. 
Es sei nun %, ein Primteiler, der durch b, teilbar ist. Es sei ®, von der 
Ordnung (a,b). Dann ist der Zähler jeder ganzen Funktion von x, y, 
die in x,y vom Grade a,b ist, zu ®, äquivalent. Aber diese Funktion 
läßt sich immer so wählen, daß ihr Zähler nicht durch b, teilbar ist. Es 
gibt also immer einen zu ®, äquivalenten Primteiler P, der nicht durch 
b, teilbar ist. Da aber der Satz b) bestehen soll, so muß sein (®%,, b,) 
=(®,b,)=0. Es bleibt also nichts anderes übrig als festzusetzen, daß für 
einen beliebigen Primteiler erster Art ®: und einen beliebigen Primteiler 
zweiter Art b, immer ist 
(B,0)=(b,P)=0. 
Es bleibt danach nur zu definieren (b,, b,) und (a,, a,). Es genügt, 
(b,, b,) zu definieren, da sich daraus die Definition von (a,,a,) wegen der 
Symmetrie von z,y und ,n von selbst ergibt. 


X. 


Wir müssen genauer auf die Definition der singulären Primteiler 


eingehen. Die Transformationsiormeln waren 
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F(&,n) G(8,n) 

10. eV „uU 
) F, (£, n) J Gh (8, N) 

. H (x, y) K.(«, y) 
10°, = - — n= --; . i 
) 5 H,(&,y) ’ K,(#, y) 
Diese Formeln schreiben wir auch so, daß wir die darin vorkommenden 
Funktionen in Primteiler zerlegt denken: 


do ,„_® 
0. u, yo 
9 R 
20”. > =, 
) e 9 L KR, 


Hier sollen 5, 3, ©, 1,9, 91, 8, 8, ganze Divisoren bedeuten, von denen 
die ersten vier nur Primteiler in bezug auf $,n, die letzten vier nur Prim- 
teiler ın bezug auf z,y enthalten. 

Wir betrachten die Primteiler a,,a,,...a„. Für a=0 werden £ 
und 7 beide konstant. Sie mögen etwa die Werte &,, r,„ annehmen. Unter 
den Primteilern a,, a,,...a, können außer a, noch andere sein, die, gleich 
Null gesetzt, $,n ın $,, 7, übergehen lassen. Es seien dies etwa die Prim- 
teiler a,,a,,...a,. Wir sagen dann, die Primteiler a,,a,,...a, gehören 
zur Stelle $,,7%.. Nach den Ergebnissen von Nr. V haben wir zur Be- 
stimmung der Primteiler a,,@,,...a, folgendermaßen zu verfahren, wobei 
zu bedenken ist, daß für ,=0 (i=1,2,...0) x und y nicht beide konstant 
werden dürfen. Wir setzen 

$—-H=U, N NM=v. 
Dann möge sich aus (10.) ergeben 
[(w,v) 9(u,v) 
An u) IT gan)’ 
wo f,fi, 9,9ı ganze rationale Funktionen ihrer Argumente sein sollen. 
Wir betrachten dann die Gleichungen 
(22.) (=, g-i=0. 
Von diesen Gleichungen haben wir diejenigen Wurzeln v, die für u=0 





verschwinden, nach Potenzen von u zu entwickeln. Dabei ist jede der 
Entwicklungen so weit fortzusetzen, bis in ihr ein von k oder / abhängiges 
Glied auftritt. Wir betrachten zunächst die Wurzeln der ersten der 
Gleichungen (22.).. Eine dieser Wurzeln sei 

(23.) VE HU" +RUr + Ha Ute. 


Es sei in dieser Entwicklung a, der erste von %k abhängige Koeffizient. 
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Wir setzen dann 


PR % ha 1 a1 @) 
(24.) = V=ZUSRU RU + + De 


v 


Hierin sollen «, @,,@%,... ganze positive Zahlen sein, und « soll so klein 
wie möglich gewählt sein. Die Entwicklung (23.) kann nach ganzen 
1 


Potenzen von u* fortschreiten, aber das ist nicht notwendig so. Sie kann 
1 


auch nach ganzen Potenzen von 4° fortschreiten, wo & ein Vielfaches von « ist. 

Durch die Gleichung (24.) ist ein Primteiler, etwa a,, definiert. 
Es sei hier noch einmal angegeben, wie der zugehörige Körper %, und 
wie die Teilbarkeit durch a, definiert isst. Um zu bestimmen, in welche 
Funktion des Körpers 4, irgendeine Funktion R des Körpers ($,n) für 
a,—0 übergeht, hat man in R erst zu setzen &=$&,+u, n=n,+v, dann 
v durch die Entwicklung (24.) zu ersetzen und nach steigenden Potenzen 
von % zu entwickeln. Setzt man darauf u=0, so bekommt man die 
Funktion, in die R für a=0 übergeht. Will man sehen, durch welche 
Potenz von «, eine Funktion R teilbar ist, so hat man genau so zu ver- 
fahren wie eben. Beginnt dann die Entwicklung nach steigenden Potenzen 


von « mit der ° ten Potenz von u, so ist R durch a? teilbar. 


Zu der Eepnikieng (24.) gehören noch «—1 konjugierte, die aus 
ihr dadurch hervorgehen, daß u ein- oder mehreremal den Nullpunkt um- 
läuft. Diese Entwicklungen seien %,v;,...v,. Jede der Entwicklungen 
v—=%,...v-=v, definiert dann den Primteiler a,. Wir setzen 

(35) WE) Wr) Au) Alt). 
Die Gleichung 4,(u,v; t)=0 stellt uns bei festgehaltenem ? geometrisch 
eine Kurve dar. Diese geht durch den Punkt u=v=0, d.h. durch den 
Punkt $&,,n7.. Lassen wir £ variieren, so erhalten wir eine ganze Schar 
von Kurven, die alle durch den Punkt &,,”1. hindurchgehen. Ist ®’ ein 
beliebiger Primteiler und schneidet die ihm entsprechende Kurve ®’ die 
Kurve 4,=0 im Punkte &,,. In h zusammenfallenden Punkten, und zwar 
bei beliebigem t, so ist ®’ genau durch af teilbar. Denn aus 4,=0 folgt 
für die Umgebung der Stelle u=v=0 nur die eine Entwicklung (24.) und 
ihre konjugierten. Setzt man eine dieser Entwicklungen in die zugeord- 


nete Funktion von ®’ für die Stelle $,,7, ein und wird diese dann durch 
h 


u“ teilbar, so ist A sowohl die Zahl, die angibt, wieviele Schnittpunkte 
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Y und 4A,=0 in u=v=0 gemeinsam haben, als auch der Exponent der 
Potenz von a,, die in ®’ enthalten ist. Es muß aber i beliebig bleiben. 
Für bestimmte Zahlenwerte von ? kann es eintreten, daß 4,=0 und 9° 
mehr Schnittpunkte haben als h. Wir sagen also genauer, es ist h die 
Zahl der Schnittpunkte der Kurve ®’ mit der Kurvenschar A,(t)=0 im 
Punkte u=v=0. 

Da die Funktion A,(w,v;t) im wesentlichen dazu dient, zu be- 


stimmen, durch welche Potenz von a, ein gegebener Primteiler oder Divisor 
teilbar ist, so nennen wir A,(u,v;t) die Eichfunktion von a,. 

Unter den Wurzeln von (22.), nämlich von f—kf,=0, kann es 
solche geben, deren Entwicklung nach steigenden Potenzen von « mit der 
Entwicklung von v, (23.) in den ersten A—1 Gliedern übereinstimmt. 
Unter diesen kann es weiter solche geben, die im A-ten Gliede dieselbe 
Potenz von « enthalten und einen von k abhängigen Koeffizienten. Alle 
diese Entwicklungen führen auf die Entwicklung (24.) und liefern also 
alle denselben Primteiler a. Die Zahl dieser Entwicklungen sei Z,. Sie 
seien bezeichnet mit ®,,®,,...%. Diese Entwicklungen und ihre konju- 
gierten, also im ganzen /,« führen dann auf den Primteiler a,. 

Wir bilden 

(26.) W-u)W-)- wm). 


Dieses Produkt ist eine ganze rationale Funktion von v» und eine 
1 


nach ganzen Potenzen von %* fortschreitende Potenzreihe von u. Daß 
die letztere Aussage richtig ist, bedarf einer kleinen Überlegung, die aber 
dem Leser wohl kaum Schwierigkeiten machen wird. Die Norm des 
Produktes (26.) sei für den Augenblick bezeichnet mit P(w,v). Es ist 
P eine ganze Funktion vom Grade /,« von v und eine gewöhnliche Potenz- 
reihe von u. Es besteht folgende wichtige Beziehung zwischen P und 
A,(t). Ist 
bu +buR+t:.. 

eine nach positiven steigenden Potenzen von u fortschreitende Reihe, deren 
Koeffizienten von k und £ unabhängig sind, so sind 


P(u,v,) und A(u, %,t) 
durch dieselbe Potenz von u teilbar. Dies folgt einfach daraus, daß die 
Entwicklungen der Wurzeln von 
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P(u,v)=0 und Arlu,v,t)=0 
paarweise miteinander in den Anfangsgliedern übereinstimmen, soweit diese 
nicht von %k abhängen. 


XI. 

Setzen wir a=0, so werden alle Funktionen des Körpers ($, n), 
soweit sie nicht konstant werden, rationale Funktionen von t. Es fragt 
sich, ob t selbst eine Funktion des Körpers X, ist, ob also £ rational durch 
5,n ausdrückbar ist. Es sei R irgendeine Funktion des Körpers (£,n), 
die für a, —0 nicht konstant wird. Mit Benutzung der Gleichungen $—&,= u, 
n—n=v und der Gleichung (24.) ergebe sich 

(27.) R=r(t)+r,(t)wW+r,;(t) W°+ +», 
wo 0<y, <<. Für a=0 wird dann R=r(t). Mit Benutzung von 
(24.) ergebe sich ferner | 

(28.) Alu, 054) = weß(t) + un Bl) +, 
wo 0<@<0,< +" und wo t, eine von verschiedene Veränderliche sein 
soll. Hierin ist A(t) eine ganze rationale Funktion von ti. Sie sei vom 
Grade & in £. Im allgemeinen wird e=1 sein. Es ist & nur dann größer 
als 1, wenn von den konjugierten Entwicklungen v/, v;,...v, mehrere bis 
auf das letzte Glied übereinstimmen. Denn es ist ja 

(39.) Alu) =) RER) Eh) OR). 
In der Entwicklung von v,(t)—vı(t,) nach steigenden Potenzen von u ist 
der Faktor der niedrigsten Potenz von u eine lineare Funktion von t. 
In der Entwicklung von v,(t)—v(t)(=2,3,...c) nach steigenden Po- 
tenzen von « ist der Faktor der niedrigsten Potenz von u im allgemeinen 
eine Konstante und dann und nur dann eine Funktion von ti, und zwar 
immer eine lineare, wenn »; (£) mit v;(f) in den ersten A—1 Gliedern über- 
einstimmt. Es ist daher der Grad der ganzen rationalen Funktion / (t) 
in (28.) gleich &, wenn unter den Entwicklungen v;, %;,... v, genau & VOor- 
kommen, die in den ersten A—1 Gliedern übereinstimmen. Bedenkt man, 
daß die Entwicklungen »],%;,...v, aus einer von ihnen dadurch erhalten 
werden können, daß « den Nullpunkt («—1)-mal umkreist, so folgt, daß 


e ein Teiler von «. sein muß, und daß vo; für = d die Gestalt hat 


v=aU’+RuU’ +... +4 _,U I tue, 


6, 5 I ai 
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Die Entwicklungen von v},v;,... v_ unterscheiden sich hiervon nur durch 
das letzte Glied, und wir können sie einfach dadurch erhalten, daß wir 
in der Entwicklung von v, die Größe i ersetzen durch wit, wo w eine e-te 
Einheitswurzel ist. 

Kehren wir zur Funktion R zurück! Nach Gleichung (27.) geht 
sie für aa=0 über in r(t). Die Funktion r(t) bleibt, wie wir jetzt zeigen 
können, ungeändert, wenn wir t durch wit ersetzen, wo w irgendeine e-te 
Einheitswurzel ist, d. h. r(t) ist eine ganze rationale Funktion von t“. 
Ersetzen wir nämlich £ durch wit, so geht v/ in eine der Größen v;, ... v/ 
über, etwa ın ©. Anstatt also in der Gleichung (27.) t{ durch wt zu er- 
setzen, kann man auch so verfahren, daß man bei der Berechnung der 
Gleichung (27.) an Stelle von ®; etwa die Größe ®,; benutzt; d. h. aber 
nichts anderes als: man erhält dasselbe Resultat, ob man nun in (27.) t 
durch wit ersetzt, oder ob man u einen passenden geschlossenen Umlauf 
um den Nullpunkt machen läßt. Lassen wir aber « irgendeinen geschlossenen 
Umlauf um den Nullpunkt machen, so bleibt in (27.) r(t) ungeändert. 
Also muß r(t) auch ungeändert bleiben, wenn wir ?t durch wi ersetzen. 
Damit ist bewiesen, was wir beweisen woliten. Es werden also für ,=0 
alle Funktionen des Körpers ($,) rationale Funktionen von {‘. Anderer- 
seits können wir eine Funktion bestimmen, die für a=0 in f* übergeht, 
woraus dann folgt, daß t” eine Funktion ersten Grades des Körpers W, ist. 
Es ıst ja 4,(t,) eine rationale Funktion von « und v und also auch von 
S,n. Es wird nach (28.) und dem eben Bewiesenen 

A(u,v;5t)= we (—H) tun, (t,t)+- 
und ebenso 
A, (u, v5) =ur (5) +u" Pd, (lt,t,)+- 
Also wird für a,=0 
A,(u,v:;t) —1 


’ te A, (t,)—EE Aslt, 
! und lım -° (th) 4 Az(te) 


— =t‘, 
A,dlu,v;t) #5 a0 Art) Alte) 


(30.) lım 
n=0 
XII. 

Wir hatten angenommen, daß nicht nur für a,=0 die Veränderlichen 
$,n die Werte &,,7, annehmen, sondern auch für =1,=--+-+=a,=0. Wir 
können für jeden dieser Primteiler dieselben Betrachtungen anstellen wie 
für a. Vor allem gibt es für jeden dieser Primteiler eine Eichfunktion. 
Wir bezeichnen die von a, mit 
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Alu,v;t)= Alt). 
Ein Resultat aus Nr. X können wir in folgender Weise verallgemeinern. Ist 
v=bur+burt.. 
eine nach steigenden Potenzen von “ fortschreitende Entwicklung, deren 
Koeffizienten von k und t unabhängig sind, so sind bei passender Wahl 


der Exponenten L,,l,,...2,; m,,m;,...m, die Funktionen 


be; 
(31.) flu,u)—kf,(w,v,) und A (u, v5) Az(u, vo; t)--- AR(u,vo5t) 
durch dieselbe Potenz von u teilbar, und ebenso sind die Funktionen 
(32.) g(u,v%)—I!g,(u,v,) und A" (u,v;t) Az®(u,vo5t) + Ast (u, vo58) 
durch dieselbe Potenz von u teilbar. Ferner: 
| Entwickeln wir die Funktionen (31.) und (32.) nach steigenden 
Potenzen von u, so ist der Faktor der niedrigsten Potenz von u in allen 
Entwicklungen eine ganze rationale Funktion von t. Der Grad dieser 
Funktion ist derselbe bei den beiden Funktionen (31.) und ebenso bei den 
beiden Funktionen (32.) Alle diese Eigenschaften folgen einfach daraus, daß 
die Entwicklungen der Wurzeln v der Gleichungen 
f(u,v)—kf,(u,v)=0, Ak (u,v) Alu,v)--- AR (u,v) =0 
in der Umgebung der Stelle u=0 in den Anfangsgliedern, soweit sie von 
k und t unabhängig sind, paarweise übereinstimmen, und daß immer je zwei 
in den Anfangsgliedern übereinstimmende Entwicklungen im ersten von %k 
und £ abhängigen Gliede die gleiche Potenz von u enthalten. Das gilt auch 
von den Wurzeln der Gleichungen 
g(u,0)—Ig(u,0)=0, Ar(u,v) A (u,0).Are(u,v)=0 

bei passender Wahl der m,. | 

Von den Exponenten 1, ,l,,...L,, M,Mz,...m, können einige gleich 
Null sein. Aus den Untersuchungen von Nr. X folgt: /, ıst dann und nur 
dann gleich Null, wenn x für a,=0 konstant wird, und ebenso ist m, dann 
und nur dann gleich Null, wenn y für a,=0 konstant wird. Da für ,=0 
nicht gleichzeitig x und y konstant werden, so kann für kein «<o gleich- 
zeitig I;= m,=0 sein. 

Die Zahlen /, ,‚!,,...!, und m,, mg, ...m, haben eine einfache Bedeutung, 


wie wir jetzt zeigen wollen. Es ist 
z—k _ Huv)—kf(u,v) 


(33.) z—EF Muv)—k'f,(u,o)' 
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Wir wollen den Zähler von °, in bezug auf z,y mit 2, bezeichnen. Wiır 


z—k’ 


hatten früher den Nenner von x mit & bezeichnet. Da 
sk 8 
—-7; 


so ist 2, äquivalent zu 2. Es ist daher 
(UL) (UsR). 
Es gibt (W,,2,) die Zahl der den Kurven X, und 2, gemeinsamen 
Punkte an. %, ist eine Kurve vom Geschlechte 0. Wir benutzen die 
Bezeichnung von Nr. XI. Danach ist {* eine Funktion ersten Grades des 


Körpers X,, und um zu bestimmen, wie groß (W,,%,) ist, haben wir zu be- 
z—k 
z—k 


wird, können wir auch den Wert aufsuchen, den 


stimmen, für wieviel Werte von #* &, oder Null wird. Um zu sehen, 


was für \,=0 aus Bu) 
die rechte Seite der Gleichung (33.) für aa=0 annimmt. Dazu haben wir 


zunächst zu bilden 
(u,v,)—kfı (u, vı) 
. [u Kfm)’ 
wo v; die a, definierende Funktion ist, nämlich 
a, a, Ü—1 a] 

u =au° +a, uU ++ +a,_,u ° +tu®. 
Nach dem Anfang dieser Nummer können wir für unsere Untersuchungen 
den Quotienten (34.) ersetzen durch 


A (u, vi;h)-- Alu, vi:t) 


(35.) y h P = ) 
A'(u,vı:t,)-+- Au, vı;t,) 


wo t,,t, voneinander und von t unabhängige Veränderliche bedeuten sollen 


Nach Nr. XII (30.) ist 
- . A,lu,0;8) ie — te 
Iım . Bear — ’ 1 
a 
Ist v7’ die a, definierende Funktion und etwa 
Au—1 Au 


Pr 
v =bhur+b,u” +... +b,_ U Ar +tv? ’ 


n 


Te 


so ist 
As,(u,v;t) =Norm (v— vv’) = (vv) (W—%’) +++ (v— v7). 
Es muß aber v/’ von v, verschieden sein. Daher hat v/(t)—v/’(t,) ent- 
weder die Form 
ult)— U (te) =CUr+ cv +lgU® tere, 
wo c, von t unabhängig ist und die d,<d,<0,-.. positive rationale Zahlen 
37* 
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sind, oder es ist 
u(t)— u (h)=yotbu" +yıV" +YgVheee, 
wo y, von t unabhängig ist, und wo die <7,<{7;.-. positive rationale 
Zahlen sind. Daraus folgt, daß auf jeden Fall 
lim 2%, v1) 
u-0 Az(U,0;t,) 
gleich einer von £ unabhängigen Konstanten ist. Entsprechendes gilt dann 
auch für die anderen in (35.) vorkommenden Quotienten 
A:(u,vı;t,) 
Alu, vı;t) 
Es wird daher für =0 der Quotient (35.) übergehen in 


te — te l 
konst -| — ER, 


ve 
d.h. er wird eine rationale Funktion der Ordnung /!, von t’. Es wird 
also 2, für 2, Werte von i* gleich Null, oder es ist 

(A, ,Lı) =|.. 


>23) 


Damit ist dann gezeigt, daß 
I, = (A ,2) ’ 
weil £, und & äquivalent sind. Ebenso folgt allgemeiner 
(36.) = (U,2), m (UM). 

Auf einen Fall ist noch besonders hinzuweisen. Wir hätten auch 
so schließen können: Für X, =0 wird x eine rationale Funktion der Ordnung 
!, von #* und y eine rationale Funktion der Ordnung m, von . Da 
selbst dem Körper A, angehört, so ist danach die Gleichung, die durch 
Elimination von t” entsteht in x vom Grade m, und in y vom Grade /,, 
das heißt, es bestehen die Gleichungen (36.). Bei dieser Schlußweise er- 
kennen wir aber gleich einen besonderen Fall. Es kann nämlich eintreten, 
daß die Gleichung A, (z,y)=0, die den Körper X, definiert x oder y gar nicht 
enthält, daß also m, oder /, gleich Null sind. Ist z. B. m,=0, so ist für 
A, =0 die Größe y=konst, etwa gleich y,. Damit die Gleichungen (36.) 
unbeschränkt gültig bleiben, müssen wir in diesem Falle die Gleichung 
A,(z,y)=0 ın der Form annehmen 

A, (2, y)=(y—y)'—0, 
wir müssen also die Fundamentalkurve X, aus der /,-mal zu zählenden 
Kurve 4=%, bestehen lassen. Es ist also in diesem Falle X, kein Prim- 
teiler, sondern der Zähler von (y—y,)", also die Z,-te Potenz eines Prim- 
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teilers. Entsprechendes gilt, wenn Z,=0 ist. Tritt dieser Fall ein, so ist 
es immer möglich, die Zahlen /, und m, nach den allgemein angegebenen 
Methoden zu bestimmen. 


XII. 
Es sei Q& ein Divisor erster Art in bezug auf x,y. Durch den 


Übergang von x,y zu $,n geht Q über in einen Divisor, der zum Teil 
aus Primteilern erster Art in bezug auf $,n, zum Teil aus solchen zweiter 


Art in bezug auf &,n bestehen wird. Es werde 
Mn 


wo DO” ein Divisor erster Art und q’ ein Divisor zweiter Art in bezug aul 
&,n sein möge. Es seı 

ya. a”, 
Es entsteht die Aufgabe, die Exponenten y, zu bestimmen, wenn Q ge- 
geben ist. 

Es sei Q ein Primteiler. 2* ist dann ein ganzer Divisor. Wir 
deuten DO als Kurve in der zy-Ebene und ©” als Kurve in der £n- Ebene. 
Geht Q& durch keinen Fundamentalpunkt, so ist Q* auch ein Primteiler, 
und die Kurve ©” zerfällt nicht. Geht aber OS durch Fundamentalpunkte, 


so besteht &* aus einem Primteiler ©’ und aus sineulären Primteilern %;; 


die Kurve ü* zerfällt dann in die Kurve © und in unter Umständen 


mehrfach zu zählende Fundamentalkurven. Bei der Transformation gehen 
alle Punkte der Fundamentalkurven 


(37.) AU, 
über in den einen Fundamentalpunkt $,,7%, zu dem die Divisoren 
(38. ) A,,la,...Q, 


gehören. Würde also Q keine der Fundamentalkurven (37.) schneiden, so 
würde auch kein Punkt von Q in den Punkt &,,7, übergehen können, es 
würde also &* durch keinen der Primteiler (38.) teilbar sein. Schneidet 
dagegen D eine oder mehrere der Fundamentalkurven (37.). so werden die 
Schnittpunkte in &,,n, transformiert. Es geht dann D durch &,,77,. und 
Q* wird durch die Primteiler (38.) teilbar; und zwar wird ©* durch um 
so höhere Potenzen der Primteiler (38.) teilbar sein, je größer die Zahl der 
Schnittpunkte von Q& mit den Fundamentalkurven (37.) ist. Diese Über- 
legung finden wir durch den am Ende von Nr. XIV angegebenen Satz bestätigt. 
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Unsere Aufgabe läßt sich sogleich vereinfachen. Ist nämlich der Di- 
visor Q von der Ordnung (a,b), so ist DLT-“M” eine rationale Funktion 
von z,y, oder es ist | 
DM. 

Aber wir haben in Nr. VIII gesehen, daß äquivalente Divisoren bei der 
Transformation wieder in äquivalente Divisoren übergehen. Aber äqui- 
valente Divisoren enthalten dieselben Primteiler zweiter Art und zwar ın 
derselben Potenz. An Stelle von Q können wir daher auch den Divisor 
LM’ unserer Betrachtung zugrunde legen. Wir bekommen für die Ex- 
ponenten y, dieselben Werte; dann aber zerfällt unsere Aufgabe naturgemäß 
in die beiden Aufgaben, zu bestimmen, durch welche Potenzen von a, ,d3,...1,, 
. die beiden Divisoren teilbar sind, in die bei dem Übergang von z,y zu 

&,n die beiden Divisoren % und M übergehen. Statt & und M können 
wir dann wieder Divisoren nehmen, die ihnen äquivalent sind. Wir nehmen 
statt & den schon in der vorigen Nummer benutzten Divisor &,, nämlich 
den Zähler von c—k. 

Man kann k immer so wählen, daß &, durch keinen Primteiler zweiter 
Art in bezug auf x,y teilbar ist. Es ist dann s(2,)=1. Nun ist 
„FED FEW 

F,(£, 9) 

Daher entspricht dem Zähler von x—k, abgesehen von den singulären 
Primteilern, der Zähler von F(&,n)—kF,($,n). Wir können k weiter so 
gewählt annehmen, daß dieser Zähler ein Primteiler ist. Die Funktion 
F—kF, kann nämlich nur dann für beliebige Werte von k ın Faktoren 
zerfallen, wenn F und F, einen gemeinsamen Faktor haben, was wir aus- 
schließen können. Nach den Festsetzungen, die wir über die Beziehung 
der Primteiler und der zugehörigen Körper‘ gemacht haben, ist der durch 
x<—k=-0 oder durch F—kF,=0 definierte algebraische Körper mit £, zu 
bezeichnen und der Zähler von F—kF, mit &. Da wir k so gewählt 
annehmen, daß s(%,)=1 ist, so besteht die Gleichung 


c—k 





Br 
Es sei 
(40.) s(%)=alaz’---a'm, 


Es handelt sich um die Bestimmung der Exponenten 0,,03,...0n. 
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Wir beschränken uns zunächst auf diejenigen Primteiler a, ,a,,...a,, 
die gleich Null gesetzt $,n in &,,77, übergehen lassen, d. h. wieder auf die 
Primteiler a,,a,,...a,. ‘ Setzen wir wieder 5—-&,=u,7—n,=v und wenden 
die früheren Bezeichnungen an, so ist die zugeordnete Funktion von £; für 
die Stelle &,,,, die Funktion 


Z(&U)=fu,v)—kf,(u,®). 
Um zu sehen, welche Potenz von a, in £/ enthalten ist, haben wir 


in Z(&/) statt » eine der für „=0 verschwindenden Wurzeln der Eich- 


funktion .4,(t) von a, einzusetzen und nach steigenden Potenzen von u 
1 


zu ordnen. Enthält dann das Anfangsglied die o,-te Potenz von u“, so 
ist &/ teilbar durch af: oder mit anderen Worten, es enthält s(£/) den 


Faktor atı, 
Wir wissen aber, daß wır f—kf, ersetzen können durch 


Lt, I, 
(41.) A (t)-# (t,)- +1} (t,); 
wenn es sich wie hier nur darum handelt festzustellen, durch welche Potenz 


von u f—kf, teilbar wird, falls wir » durch eine Potenzreihe von u ersetzen. 


Es bedeute allgemein »“” die «a, definierende Entwicklung. Sie 
1 


schreite nach Potenzen von u“ fort. Der Exponent der Anfangspotenz 
1 


von u* in der Entwicklung von .4,(w,v'”;t,) nach steigenden Potenzen 
1 


von u“ soll bezeichnet werden mit 
[?,n]. (,n=1,2,...0) 


Die Definition von [?,n] können wir etwas kürzer auch so geben: 4, (w,v;t,) 
ist eine ganze rationale (irreduktible) Funktion von u,v und kann auige- 
faßt werden als zugeordnete Funktion eines gewissen Primteilers. Dieser 
Primteiler ist genau teilbar durch die [?,n]-te Potenz von a... Oder noch 
kürzer: [?, n] ist die Zahl der im Punkte u = v = 0 zusammenfallenden Schnitt- 
punkte der beiden Kurven .4,(w,v;t,)=0 und .4,(u,v;t,)=0 bei beliebigen 
Werten von t,,t,. Die so definierten ganzen Zahlen [?,n] genügen den 


Gleichungen 


(42.) [?,n]=[n ,‚e], 
wie aus der zuletzt gegebenen Definition folgt. 
Hiermit ist ein symmetrisches System von o* Größen [?,n] definiert. 








e 
? 
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Mit Benutzung dieser Größen lassen sich die Exponenten o, der in 
2; enthaltenen Potenzen von a,,a,,...a, einfach darstellen. Die zugeord- 
nete Funktion von % für die Stelle &,,7, ist f(u,v)—kf,(w,v), und dafür 
könnten wir die Funktion (41.) nehmen. Da aber 4,(t,) durch al" teilbar 
ist, so folgt 

(43.) %5=h[k,1]+%[k,2]+.-+L[k,o]. 

Da die Primteiler, die zu 4,(t,) (n=1,2,...o) als zugeordnete Funk- 
tionen gehören, durch a,,1,@,,2,...a„ nicht teilbar sind, so werden wir setzen 
 [£,n]=0, wenn i>g, n<e. Damit ist dann eine Matrix von m-o Größen 
[%,n] definiert. Wie wir mit denjenigen der Primteiler a,,a,,...a, verfahren 
sind, die zum Fundamentalpunkt &,,n, gehören, können wir natürlich auch 
mit den anderen der Primteiler a,,a,,...a, verfahren. Wir bekommen dann 
ein System von m” Größen [?,n] (e,n=1,2,...m). Dieses System zerfällt 
in soviele quadratische Einzelsysteme, als es Fundamentalpunkte im Gebiet 
der Veränderlichen &,n7 gibt. Alle anderen Zahlen in der Matrix sind gleich 
Null. Die Determinante des Systems von m” Größen zerfällt daher in das 
Produkt von kleineren Determinanten, von denen eine die Determinante 
der e* Größen [?,n] (e,n=1,2,...0) st. Um also nachzuweisen, daß die 
Determinante m-ten Grades 

(44.) [e;n]) (i,‚n=1,2,...m) 
nicht gleich Null ist, genügt es nachzuweisen, daß die Determinante o-ten 
Grades 

(45.) [er] (‚n=1,2,...0) 
von Null verschieden ist. Denn dasselbe gilt dann von allen anderen 
Teildeterminanten. Den Nachweis, daß die Determinante o-ten Grades 
(45.) nicht gleich Null ist, führen wir indirekt. Wir nehmen an, es sei 
diese Determinante gleich Null. Dann existieren Zahlen E13 &23+..e,, die 
wir als ganze Zahlen annehmen können und wollen und die nicht alle ver- 
schwinden, von der Art, daß 

all,e])+e&[2,2]+--re,[lo,?]=0. (i=1,2,...0) 
Daraus folgt dann, daß die rationale Funktion von u und v 


R(u,v)= 444) 44 (bh) A2(t) 


für , =0,09=0,...a,—=0 einen von Null und Unendlich verschiedenen Wert 
annimmt. Wir können noch weiter sagen, daß sowohl für a,=0 als auch für 
%=0,0,=0,...a,—0 R(w,v) nicht konstant wird, sondern von dem jedes- 
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maligen Parameter it abhängt, falls nicht etwa das betreffende e, den Wert 
Null hat. Umz. B. zu bestimmen, was aus R wird für a=0, haben wir 
zunächst R(w,v;) zu bilden, wo »v; die a, definierende Entwicklung ist, 
und dann lim R(w,v;) zu berechnen. Es wird aber (vgl. Seite 279) 
u A (u,v;t,) = konst- ur (’—H) +++» 
während für ©>1 
Au ,vi;t,) =konst- wit? + ..-, 

wo d=0 oder d=1. Ist also e, +0, so liefert bis auf einen konstanten 
Faktor .4(t,) zu lim R den Beitrag (t‘—t}), und dies kann sich gegen 


u=0 


die Beiträge, die die anderen .4#(t,) liefern, nicht fortheben, da diese Bei- 
träge bis auf konstante Faktoren die Form haben t’*. 

Aus der hiermit hergeleiteten Eigenschaft der Funktion R(u,v) 
können wir nachweisen, daß sie nicht existieren kann, womit dann gezeigt 
ist, daß die Determinante [»,n]| von Null verschieden ist. 

Wir schreiben R ın der Form 

P(u,v) 
(u,v)' 


wo P und @ zueinander teilerfremde ganze rationale Funktionen von w,v 


sein sollen. Von den Zahlen e,,e,,...e, können einige gleich Null sein. 
Es seien etwa e,,€,...e, von Null verschieden, während die übrigen Null 
sein mögen. DaR für a=0 nicht konstant wird, so gilt nach den Ent- 
wicklungen von Nr. V folgendes: Die Gleichung 

P(u,v)—kQ(u,v) 


hat eine Wurzel, etwa »v,, die mit der a, definierenden Entwicklung 
Ay @ 5 mn ar 
u =au + uU ++ +a_,u° +tu® 
in den ersten 4—1 Gliedern vollständig und im A-ten bis auf den Koef- 
fizienten übereinstimmt; d.h. die Entwicklung von ®, sieht so aus: 


aı a)—1 a] 
(46.) „.=au’+ +: +a_,Uu ” +a,u? +. 

Wollen wir den Koeffizienten von «a, in dieser Gleichung bestimmen, 
so müssen wir in die Funktion P(u,v)—k@(u,v) die Entwicklung für », 
mit zunächst noch unbestimmtem a, einführen und nach Potenzen von 4 
ordnen. Nach den Untersuchungen der Nr. V ist der Koeffizient des An- 
fangsgliedes dieser Entwicklung von der Form 


p(9)—kg(a;), 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 4. As 
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wo p(a,) und g(a,) sicher beide von Null verschieden sind. Wir bekommen 
aber dasselbe Anfangsglied, wenn wir in P—kQ statt v, die Entwicklung 
von v, einführen, nachdem wir in ihr 2 durch a, ersetzt haben. Ist e, 
etwa positiv, so enthält P(w,v) die e,-te Potenz von A,(u,v;t,). Aber 
wir haben auf der vorigen Seite gesehen, daß 4, zu dem Koeffizienten 
p(a,) des Anfiangsgliedes von P(w,v) bis auf einen konstanten Faktor den 
Faktor aj—ti beisteuert, also 4: den Faktor (a—ti)". Dagegen liefern 
die anderen in P enthaltenen 4, zu p(a,) und ebenso die in Q enthaltenen 
A, zu g(a,) Faktoren von der Form konst-aj. Daher ist p(a,)—kg(a,) 
selbst nach Abspaltung aller etwa vorhandenen von %k unabhängigen Fak- 
toren immer noch eine ganze rationale Funktion von a, mindestens vom 
Grade e,e, also auch mindestens vom Grade e,. Nun muß aber «a, aus der 
Gleichung p(a,;)—kg(a,)=0 bestimmt werden. Und jede Wurzel dieser 
Gleichung, die von Null verschieden ist und von %k wirklich abhängt, liefert 
eine Wurzel der Form 


- Is. u u 
%, =AU +. +4, _,U ” +4a,uU”+:+*» 
Solcher Wurzeln der Gleichung P(w,v)—kQ(u,v)=0 bekommen wir also 
mindestens e,. Berücksichtigen wir noch, daß die Entwicklung von v, nach 
1 


Potenzen von u“ fortschreitet, so haben wir im ganzen e,« Wurzeln der 
Gleichung P—kQ=0, die der den Primteiler a, definierenden Entwicklung 
entsprechen, d. h. soviele als der Grad von 4: in v beträgt. Da für die 
anderen Primteiler a,,a,,...a, dasselbe gilt, so muß die Gleichung P(w,v) 
—kQ(u,v)=0, mindestens soviele Wurzeln v haben, die für u=0 ver- 
schwinden, als der Grad von A" 4%... 4/0 = P(u,v)-Q(u,v) in v beträgt. 
Das aber ist nicht möglich. Unsere Annahme ist also falsch, die Deter- 
minante [?,»] ist wirklich von Null verschieden. 


XIV. 
Wir hatten den Zähler von c—k mit %, bezeichnet und k so ge- 

wählt, daß s(2,)=1 wird. Wird bei dem Übergang von z,y zu &,n 

8 
| . 
und setzen wir 
s(U) = ataz-.-agm, 
so hatten wir gefunden (Nr. XIII (43.)) 
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s,—h[l ‚])+%[2,?] T +) +1,[e; 2]. Wald.) 
Diese Gleichung können wir auch so schreiben: 
(47.) ,=l[l,.] +%,[2,2] +. +1.[m;e], d=1,2,...0) 


weil die letzten m—o Größen [k,:] in dieser Gleichung nach Definition 
gleich Null sind. Nach Analogie folgt ohne weiteres, daß wir die Gleichung 
(47.) anwenden dürfen für «=1,2,...m. Die Zahlen /,,/,,.../„ haben aber 
nach Nr. XIII folgende einfache Bedeutung: 
(UL) = (UL). 

Also wird 

(38.) U, B)[1,7]+U,82)[2,8] ++ Q,, 2) [m ;i]. 
Berücksichtigen wir die Bemerkungen im Anfang von Nr. XIII und be- 
denken, daß wir für M dieselbe Untersuchung ausführen könnten wie für 
g, so folgt: 


Wird bei dem Übergang von z,y zu &,n 


gr m 
BE in u Zu 
(49.) ion 0, 40% 0 ’ M= ia N 
0 (5° neo ' Bd 0 ü5° u G, 


wo 2£* und M* Divisoren erster Art in bezug auf &,n sein sollen, so ist 
| = (U ,L2)[1 ‚®) +(%,2)[2, ı] re r (A, ,2)[m ’ ]; 


= H + Mm, i] 
Ist weiter Q ein beliebiger Divisor von der Ordnung (a,b) erster Art ın 


(50.) 


bezug auf x,y, ist also DQ- L"W’, und ist bei dem Übergang von x,,y zu &,n 


zu 
INK 
We 


71 72 ... 7 , 
0 05 0,8 


I 


so ist nach den Bemerkungen im Anfang von Nr. XIII 
y=4a60,+br,. 
Benutzt man die Gleichungen 
a(A,,L) +5A,,M) = (U, UM) = (A, ,D), 
so haben wir den Satz: 
Ist I irgendein Divisor erster Art in bezug auf x,y und wird beim 
Übergang von z,y zu $,n 


+ 
(51.) D= R7 2. 
wo D* ein Divisor ersier Art in bezug auf $,n sein soll, so ist 

(52) =(U,0)[1,2) +, O)[2,2] ++ A, ,O)[m,e]. «=1u2...m 
Dabei bedeutet [i,k], wenn a, und a, zu demselben Fundamentalpunkt ge- 
38" 
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hören, die Zahl der in diesem Punkte zusammenfallenden Schnittpunkte der 
Eichfunktionen A;(t,) und A;,(t,) von a, und a,. Wenn aber a, und a, zu 
verschiedenen Fundamentalpunkten gehören, so ist [i,k]=0. Die Determinante 
der [i,k] ist von Null verschieden. 


XV. 

Da die Determinante des Systems ([?,k]) von m? Elementen von 
Null verschieden ist, so können wir die Gleichungen (50.) der Nr. XIV 
nach den (W;,2) und (M,,M) auflösen. Wir bezeichnen das reziproke System 
von ([?,&]) mit ((e,k)). Dann folgt aus der Gleichung (50.) 

(53.) (U,2)=(1,0)0,+(2,2)0;+ ++ (M,2)on; Bi 
(AM)=(1,i)7, +(2,8)7, + +(m,i)r,. Be 

Diese Gleichungen führen nun dazu, die Symbole (a,,a,) zu definieren. Wir 
erinnern an die Festsetzungen in Nr. IX. Danach ist 


A; 
(4,2) = (54,2), 


weil nämlich sY(, nur Primteiler zweiter Art enthält und immer (b,, P)=0 
ist, wenn ® ein Divisor erster Art ist. Aber es ist 


U: 
En * a7 ir s u | 
sW; =(, = L (lg Am "7, 


wo £* einen Divisor erster Art ın bezug auf $,n bedeutet. Nehmen wir an, 
die (a,,a,) seien so bestimmt, wie wir sie bestimmen wollen, nämlich so, 
daß (D,,0,) bei beliebigen Divisoren Q,,0, sich nicht ändert, wenn man 
Q, und ©, durch ihre transformierten Divisoren ersetzt, so besteht die 


Gleichung 
Y;, (a, * - a, Pzeoe a, m i 
(54.) ne Zu GE kan Bi ) 
(U,,2)= —60] ” ‚u)— 0, (0,,0,)—:» a (a„,0;) . 
Ebenso würde sich ergeben 
(55.) (UM) = —17,(a,,0;) —73(0,0,)— ++ — 7, (0, %;). 


Vergleichen wir die beiden letzten Gleichungen mit den Gleichungen (53.), 
so werden wir dazu geführt, die Symbole (a,,a,) ın folgender Weise zu 


definieren 


(56.) (0,,,)=—(t,k). 
Und wir wollen das in der Tat tun. Da das System ([?,%]) symmetrisch 
ist, und daher auch das System ((?,%)), so ist auch das System ((a,,a,)) 
symmetrisch. Es bestehen also die Gleichungen 
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(57.) (a,,0,)=(a,,4,). 
Außerdem bestehen die Gleichungen (54.) und (55.), die wir jetzt so 
schreiben können 
(58.) | (U,2)=—[o (0,0) +0,(0,05) +++ 0,(0,0,)], 
(UM) = —[7, (0,0) +732(0,,8) + +7,(0,,0,)]. 
Wie wir mit den Primteilern zweiter Art in bezug auf &,, nämlich 
(ds Ag; ».. A, verfahren sind, können wir auch mit den Primteilern zweiter 
Art in bezug auf x,y, nämlich b,,b,,...b„ verfahren. Wir bekommen 
dann natürlich ganz ähnliche Resultate. Wir können erst die den Funk- 
tionen 4, (uw, v; t) entsprechenden Funktionen definieren, die wir mit B,(u,v; £) 
oder B;(t) bezeichnen. Dann können wir die den Größen [?,k] ent- 
sprechenden Größen definieren, die wir mit [?,%k]’ bezeichnen. Das reziproke 
System zu dem System ([?,%]’) bezeichnen wir mit ((,%k)’) und wır setzen 
dann entsprechend Gleichung (56.) 


(39.) (B,,6,)=—(t,k)". 
Es gilt dann zunächst die Gleichung 
(60.) (b,,6,)=(b,,b;). 


Wir bezeichnen den Nenner von & mit 4’, den von n mit M’, wo 
A’ und M’ Divisoren erster Art in bezug auf &,n sein sollen. Es mögen 
für den Übergang von &,n zu x,y die Gleichungen gelten 
(61.) A1’=A*b" 65° ...b,m, M’= M*bT"'b5"°...b'm, 
wo A* und M* Divisoren erster Art in bezug auf x,y sein sollen. Dann 
bestehen die Gleichungen 
an) (Be) —ttet Haha tree lberhl 
(8, M)=—[7 (b,,6,) +73 (b,,6,)+ +++ 77, (b„,5;)]. 
m 
In der vorigen Nr. ist es uns gelungen, eine einleuchtende Definition 
für die Symbole (a,,a,) und (b,,b,) zu finden. Diese Definition hat gewiß 
den Nachteil, daß sie nicht direkt, sondern auf einem Umwege erlangt 
ist. Es ist mir leider bisher nicht gelungen, eine direkte Definition zu 
finden. Es sei bemerkt, daß die Werte der Symbole (a,,a,) und (b,,b,) 
sowohl negative als auch gebrochene Zahlen sein können, wie das Beispiel 
in Nr. XXIV lehrt. Und außerdem hängen z. B. die Werte der (a,,a,) 
nicht nur von der Wahl der Veränderlichen &,n ab, sondern auch von 
z,y, wie nicht anders zu erwarten. 
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Wir haben jetzt aber noch zu zeigen, daß bei der gegebenen Definition 
von (a,;,a,) und (b,,b,) folgender Satz gilt: 
 Satz3. Sind QD, und D, zwei beliebige Divisoren in bezug auf z,y, 
die also aus Primtedlern erster und zweiter Art zusammengesetzt sein können, 
und sind D&} und D5 die Divisoren in bezug auf &,n, in die D, und ©, 
beim Übergang von x,y zu &,n übergehen, so ist 
(DI, &)= (O7). 

Man sieht zunächst, daß folgender Satz seine Geltung behält: (02,,Q,) 
bleibt unverändert, wenn man Q, und Q, durch einen äquivalenten Divisor 
ersetzt. Dies folgt einfach daraus, daß äquivalente Divisoren in den 
Divisoren zweiter Art, die sie enthalten, übereinstimmen, und daß der 
Satz richtig ist für Divisoren erster Art. 

Der Beweis des Satzes (3.) gliedert sich naturgemäß in drei Teile. 
Wir betrachten nämlich erstens den Fall, wo Q, und 9, Divisoren erster 
Art sind; zweitens den Fall, wo Q, ein Divisor erster Art ist, Q, einer 
zweiter Art; drittens den Fall, wo Q, und Q, Divisoren zweiter Art sind. 

1. Q&, und 9, seien Divisoren erster Art. Wir dürfen Q, und 9, 
durch einen äquivalenten Divisor ersetzen. Ist die Ordnung von Q, gleich 
(«,, P,), die von D, gleich (as, P,), so Ist 

DUMM, Do LM“. 
Daraus ersehen wir, daß wir uns auf die Symbole 

(2,2), (M,M), (2,M) 
beschränken können, da sich aus diesen die anderen unter 1.) zu behan- 
delnden ın einfacher Weise zusammensetzen lassen. Statt & nehmen wir 
wieder wie schon früher den Zähler von <—k, den wir wieder mit 2%, be- 
zeichnen. Dabei soll k wieder so gewählt sein, daß s(2,)=1 ist. Wiır 
haben dann nach Nr. XIII, Gleichung (39.) und (40.): 

= rein. 


Es ıst also zunächst zu he daß 


1.+-m 
(3) NT 300). 


Wir verfahren so, daß wir zeigen, daß die rechte Seite dieser Gleichung 


den Wert (2,,%,) hat. ee Benutzung der Gleichung (54.) der Nr. XV ıst 
(64) (+ 200) FA). 
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Ehe wir weiter gehen, müssen wir auf die Transformationsformeln 


zurückgehen. Diese schreiben wir wie im Anfang von Nr. XI: 


Fin) _5 Gen) © 
” | u u 7479 
F, (£,n) 51 J @G,(E,n) 6, 


H,(2,y) pr 9 u Kı (2.Y) R 

Wir bezeichnen die Ordnung von % und 5%, die ja als äquivalente Divi- 
soren dieselbe Ordnung haben, mit («/,/}), die von ® und ®, mit («@,,/,), 
die von $ und 9, mit (a,,b,) und schließlich die von ft und ft, mit (a,,b,). 
Zwischen den Zahlen «,,/P, und a,,b, bestehen einfache Beziehungen. Für 
t=konst definieren die Gleichungen (10°.) & und n als rationale Funktionen 
von %, und zwar wird & eine rationale Funktion der Ordnung 5b, und n 
eine der Ordnung b,. Es werden also dadurch, daß wir x=konst setzen, 
$ und 7 Funktionen eines algebraischen Körpers einer Veränderlichen. Da 
y, wie aus der zweiten der Gleichungen (10.) folgt, sich als rationale Funktion 
von $,n darstellen läßt, also dem Körper (5,7) angehört, so folgt, daß $ 
in dem Körper eine Funktion der Ordnung b, und 7 eine der Ordnung b, 
ist. Die Gleichung, die zwischen $ und n besteht, ist also in & vom Grade 
b, und in n vom Grade b,. Aber diese Gleichung ist nichts anderes als 


die Gleichung 
F(&,m)—zR,(&,n)=0. 


Diese ist in $ vom Grade «, und in n vom Grade ß,. Daher haben wir 


(65.) u=b, A=b- 
Ebenso folgt 
(66.) =, Ama. 


Wir betrachten nunmehr die Funktion 


FEm-FheEmM) _p 
(8 x)" (n— A)" i 
Die Zähler von $&—x und n—i bezeichnen wir mit A} und M/). z und A 
seien so gewählt, daß s(A})=s(M})=1. Wir haben dann die Transforma- 
tionsformeln (vgl. (61.) in Nr. XV): 


[ N=-A, b=0, br... b=om | 
67. | 2 m | 
) | M; = M, bb; .. u, 


Hierbei sind A, und M, Divisoren erster Art in bezug auf x,y, und zwar 
ist A, der Zähler von H(z,y)—xH,(x,y) und M, der Zähler von K(x,y) 
—AK,(x,y), oder es ist 
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A) =9—29, Mı=t—iR. 

Die Ordnung von 4, ist also (a,,b,), und die von M, ist (a,,b;). 

Die Funktion R können wir in Primteiler zerlegt schreiben 

RER. BEE 
A’ M’P: 

Wir können weiter angeben, worin R übergeht beim Übergang von $&,n7 zu 
x%,y. Dabei brauchen wir nur die Primteiler erster Art in bezug auf 
x,y zu berücksichtigen, da die anderen sich fortheben müssen. Beschränken 
wir uns aber auf die Primteiler erster Art in bezug auf x,y, so geht & 
über in QAFAZ:...A7m, A, geht über in A, und Mi in M,. Wir haben 


demnach 
L UNAF Am 


R= Aa: 99 u, 





Hieraus folgt 
(68.) 8, An NE... Am As ME 
und daraus 
(HU AZ Am) = (2, A Mi) 
oder 


(2:8) + > UL) A) + Pl, Mı)= abi + Pıbe, 
wenn wir die Ordnungen von 8,,1,, M, berücksichtigen. Unter Benutzung 
dieser Gleichung wird aus der Gleichung (64.), wenn wir bedenken, daß 
X,=& und also (U,,U)=(U,,8) ist, 
(9) (+ 200,000) =) Beth). 
Nun ist &; der Zähler von F—kF, oder es ist U =5—k7,, also die Ord- 
nung von % gleich «,,9, und daher 
(2,8) =20,ßı- 
Da ferner nach den Gleichungen (65.) und (66.) b,=/P,,bd,=«, ist, so wird 
(8) ab —Pıb=0, 
und damit geht die Gleichung (69.) in die zu beweisende Gleichung (63.) 


über. 


Das Symbol (M,JX%) brauchen wir wohl nicht besonders zu behan- 
deln, da die Betrachtung gegenüber der von (2,2%) nichts Neues bieten 
würde. Wohl aber müssen wir noch eingehen auf das Symbol (2,M). Wır 
nehmen statt & wieder £,, und statt M nehmen wir den Zähler von y—I, 
den wir mit M, bezeichnen. Dabei soll 2 so gewählt sein, daß s(M,)=1 
wird. Bezeichnen wir den Zähler von @(&,n7)—1G,(€,7) mit M}, so haben 
wir entsprechend den Gleichungen (39.) und (40.) der Nr. XII: 
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Pu Br sd ’ — 
MM,a, ng eg, m —Mı, m % 


Wir haben dann folgende Gleichung zu beweisen 


- g Mi ’ ‚ ’ ’ Beni 
(70.) (%;M,) = = 1)=(%,M}) +(l,m) = (8, M)+ =. 0,17;(0,,4,). 


Q@, 


Wir verfahren wie im vorigen Falle. Es wird mit Benutzung der Glei- 


chung (58.) der Nr. XV 
1...m l...m 
(1) EM) LS Tl) EM) EU, M), 


Aus der Äquivalenz (68.) folgt 
(ML, A AZ Am) = (M, Ar: MY:), 


l...m 
(M,L)+ 3 0,(U,:M)= 0,0, + PıQz. 
Dann wird aus Gleichung (71.), da MM und also (M,L,)=-(M,g8ı), 


(72.) (&,M) + 3 ot, (a,,0,;) = (HM), — ra, + (8, Mı). 
Aber es ist = 
M=-G—IG,, 
also die Ordnung von M; gleich (a,,b,). Da die Ordnung von &; gleich 
(a,,b,) war, so ist 
(2,M)=ub,+ab,, 
Daher wird unter Benutzung der Gleichungen (65.) und (66.) 
(2, MM) tm Pi =0, 


und damit geht die Gleichung (72.) in die zu beweisende Gleichung (70.) über. 


XV. 


2. Wir betrachten den Fall, wo in (9,,9,) Q&, ein Divisor erster 
Art und &, ein solcher zweiter Art ist. Da sich die Divisoren zweiter 


Art aus den Primteilern b,,b,,... b, zusammensetzen, und da ein Divisor 


erster Art immer einem Divisor von der Form &Mi äquivalent ist, so 
genügt es, die beiden Symbole 
(5), (M,D) 

zu untersuchen, da sich aus ihnen alle anderen der hier betrachteten Art 
zusammensetzen lassen. 

Die Transformationsformel von b, ist die Gleichung (III.) ın Nr. VIII 
un. 3 
er sB,; 
Danach ist die Gleichung zu beweisen 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 4. 39 


b 
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%ı , 
(2) (7ER) 


oder, wenn wir 


(73.) SB, = af afız ... aim 
setzen und bedenken, daß (2,,b,)=0 ist, dann ist zu beweisen, daß 
1...m 
(74.) (2,,5)=(8%,8,)+ = 0,Pa (a,,a,)=0. 


Zum Beweise verfahren wir ähnlich, wie wir es unter l. in der vorigen 
Nr. getan haben. Zunächst wird bei Benutzung der Gleichungen (58.) 
der Nr. XV 


l...n 1...m 
(75) EB) + LE Ua) BI E Bald). 
Es ıst ferner ®, der Zähler einer rationalen Funktion von &,n, die wir 


mit B; bezeichnen wollen. Die Ordnung von 8, wollen wir bezeichnen 


mit (b;,b/). Dann ist unter Benutzung der Bezeichnungen der vorigen Nr. 
B; B; 
(Erima im" 
Wir können angeben, in welchen Divisor diese Funktion übergeht beim 


v 


Übergang von &,n zu z,y. Da es sich um eine Funktion des Körpers 
(&,n) oder (x,y) handelt, so können wir die Primteiler zweiter Art in 
bezug auf x,y außer acht lassen, da diese sich im Endresultat doch fort- 
heben müssen. Lassen wir aber diese Primteiler fort, so geht 8, über in 
Au Ag... Am, wie sich aus der Gleichung (1I.) in Nr. VIII in Verbindung 
mit Gleichung (73.) ergibt, und A), M; gehen über in A,, M,, wie die 
Gleichungen (67.) der vorigen Nr. zeigen. Daraus folgt, daß 


Afa Az... A Fim 


 AiMEW 
eine rationale Funktion von x,y ist. Es ıst also 
(76.) Ad Ag eo. Alm = AM ME, 


(2, Mu Age... Yin) = (8), A MR) 
oder 


1...m 
P2 Pin (2, U,) =b; (8, A,) +b/ (L; M,) -. b; b, r bi b,, 


da die Ordnung von A, gleich (a,,b,) und die von M, gleich (a,, b,) ist, 
wie schon in voriger Nr. bewiesen. Nunmehr läßt sich die Gleichung (75.) 


schreiben 
1...m 
(77.) (2, ’ B;) + < „Pu (a,, a,) . (8; B,)—b; b, —b; b,. 
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Es ist aber die Ordnung von &7 gleich («,, ß,)= (b,, b,) (siehe vorige Nr.), 
und die von ®, ist (bi,b/). Daher ist 
(,8)—-5bb—-b b,=0, 

und damit geht die Gleichung (77.) in die zu beweisende Gleichung (74.) über. 

Es wäre ebenso das Symbol (M,b,) zu untersuchen. Da die Unter- 
suchung aber ganz analog der soeben ausgeführten ist, so können wir sie 
wohl fortlassen. 

Es braucht wieder kaum bemerkt zu werden, daß die hergeleiteten 
Sätze auch gelten, wenn wir statt von Divisoren in bezug auf x,y von 
Divisoren in bezug auf &,n ausgehen. 


XVII. 

3. Es bleibt noch der Fall zu betrachten, wo in dem Symbol (9, ,0;) 
die Divisoren Q, und 0, beide von der zweiten Art sind. Da sich alle 
diese Divisoren aus den Divisoren b,,b,,... b, zusammensetzen, so genügt 
es, den Fall zu untersuchen, wo (Q,,0,)=(b;,b,) ıst. Es wird aber nach 


der Formel (III.) der Nr. VIII 


we 
Wir haben also folgende Gleichung zu beweisen 
(78.) (b,, b,) - (8 == (BB) + (SB, 5B.). 
Wir führen folgende Bezeichnungen ein 
(79.) SB; = afiıafi2...afim, SA, = briı bgi2... him, 
Dann nimmt die zu beweisende Gleichung (78.) die Form an 
(80.) RB hißen (a,,a,). 


Diese Gleichung können wir nicht direkt beweisen, da wir mit den bisher 
benutzten Gleichungen nicht auskommen. Denn diese geben, wie man 
leicht sieht, keine Beziehung zwischen den (b,,b,) und (a,a,). Wir müssen 
daher auf die Definition der (a,a,) und (b,b,) zurückgehen, d. h. aber auf 
die Größen [?,k] und [?,k]. Wir formen daher die Gleichung (80.) ent- 
sprechend dieser Bemerkung um. 

Dazu müssen wir zunächst Gleichungen zwischen den «,, und f;, 
herleiten. 

Es besteht die Äquivalenz 
BAM, 
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wo (b;,bj )die Ordnung von %, bezeichnet. Die Divisoren, in die ®, und 
A M}’* bei der Transformation übergehen, müssen daher auch äquivalent 
sein, müssen also auch in den Divisoren zweiter Art, die sie enthalten, 
übereinstimmen. Es ist 
A, \ı/ A, \i2 Un \Fim 
9 


(81.) IR 
A Mi = - A, My 


babitaidi pasirnsbil en. p,m’mt mi" 





Die Übereinstimmung dieser beiden Divisoren in den Divisoren zweiter 

Art ergibt unter Benutzung der Gleichungen (79.) das Gleichungssystem 
(82.) auPat aßat Ft mm bitte + 

wo &, das Einheitssystem bedeutet. In derselben Weise können wir, indem 

wir statt von ®, von W, ausgehen, folgendes Gleichungssystem beweisen: 
(83.) Cain t aßat ten Pm nat Tr Ft Eu 

wo wir mit (a/,a;) die Ordnung von U, bezeichnen. 

Multiplizieren wir jetzt die Gleichung (80.) mit &, und summieren 
über k von 1 bis m, so bekommen wir unter Benutzung der soeben abge- 
leiteten Gleichungen 
= a (bi, 64) - = a (Bir Br) + (Fuß) Pi (%; q,) 

u = 0% (BB) + u 29, I,,(a; ,a,) ng ut, P.(0; ,a,)+ Pi (a,,%). 
Hieraus wird mit Benutzung der Gleichung (74.) auf Seite 296 


=04(b,,6,)= za, (BB) a (BB) (MB) + = Pa(0,%) 


84. a ars a ray ray’ y 
= (BB BF) (BLM) Pula). 


Nach Analogie der Äquivalenz (76.) der vorigen Nr. besteht aber die 


Äquivalenz 
(85. ) y, 95? u Bm Fer e DA 

und daher bekommen wir aus (84.) die einfache und symmetrische Gleichung 
(86.) 20,(6,6)=ZPa(a,%). 


Diese Gleichung können wir auch mit Benutzung der Gleichungen (79.) in 


der Form schreiben 

(87.) (s%,,b,)= (a,,s5®;). 
Bedenken wir, daß (9,,0%%,) immer dann gleich Null ist, wenn der eine 
der Divisoren Q,,0, von der ersten und der andere von der zweiten Art 


ist, so können wir (87.) auch in die Form setzen 
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A, B; 
(88.) 0) 
Da 
W, B; 


so ergibt sich diese Formel sehr einfach, wenn man erst einmal weıß, daß man 
den Satz 3 anwenden darf, was aber noch zu beweisen ist. 

Die Gleichungen (86.) lassen sich als Gleichungen zwischen Systemen 
in der Form schreiben 


(89.) ((6,,6,)) (e)=(P) (0,0); 
wo (ß) das System bezeichnet, das aus (3) durch Vertauschen von Zeilen 
und Kolonnen hervorgeht. Bedenken wir, daß nach der Definition der 
Größen (b,,b6,) und (a,,a,) die Systeme (—[?,k]) und (—[?,k]) zu den 
Systemen ((b,,b,)) und ((a,,a,)) reziprok sınd, so folgt aus (89.) durch 
vordere Komposition mit (—[?,%]’) und hintere Komposition mit (—[?,%]) 
(e) ([i,k])=([e,k])(2) 
oder die Gleichungen 
(90.) Zault, ,]= ZPall; 4]. 
Diese Gleichungen können wir nun beweisen. Ist das geschehen, so können 
wir aus ihnen, indem wir die gemachte Rechnung rückwärts verfolgen die 
Gleichungen (80.), die eigentlich zu beweisen sind, herleiten. Damit ist 
dann der Beweis des Satzes 3 vollendet. 
Es sei 4, die Eichfunktion des Primteilers a,. Werden für ,=0 
die Größen $ und n gleich &, und 7,, so ist 4, eine ganze rationale 


N ‚ ” i 1 
Funktion von &—&,,n—r, wo unter &—&,n—n, zu verstehen ist - 
0> l0> 097 0 


en 
wenn &,,7, unendlich groß sind. Es verschwindet 4, sicher im Punkte 
&0;70. Nun kann man aber zu der Funktion 4, Glieder hinzufügen, die 
in 5—&,,7—n, von genügend hoher Ordnung sind, ohne daß sie ihre 
wesentlichen Eigenschaften verliert. Daher können wir der Einfachheit 
wegen annehmen, daß 4, außer im Fundamentalpunkte &,,7, an keinem 
anderen Fundamentalpunkte Null wird. Bezeichnen wir den Zähler von 
A, mit 4;, so ist dann 4 nur durch diejenigen Primteiler a, teilbar, die 
zum Fundamentalpunkt &,,7, gehören. Ist a, einer dieser Primteiler, so 


haben wir zur Bestimmung der Potenz, in der er in 4 enthalten ist, 
nachzusehen, wieviele Schnittpunkte die beiden Eichkurven 4;(t,)=0 und 
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A,(t)=0 ım Punkte &,,7, haben. Diese Zahl haben wir aber früher mit 
[?,&] bezeichnet. Da aber [?,k] nach Definition den Wert Null hat, wenn 
der Primteiler a, nicht zur Stelle &,,n, gehört, wenn also a, nicht in 4 
enthalten ist, so können wir schreiben 

(91.) sH= aa, 
4; ıst der Primteiler in bezug auf &,n, der dem Körper 4,=0 entspricht. 
Es sei 4; der Primteiler in bezug auf x,y, der demselben Körper 4,= 0 
entspricht. Es ist dann 

U NEU Z/ A, 62 Am 7 4% 
(92.) 4-7) ee 


1 
Die Primteiler zweiter Art, die ın dieser Gleichung auf der rechten 


Seite stehen, verdanken ihr Vorhandensein, wie wir in Nr. XIII und 
XIV gesehen haben, den Schnittpunkten von 4; mit den singulären 
Primteilern 8,. Ein solcher Primteiler $, kann 4; in dem Fundamental- 
punkte &,,7, schneiden und außerdem noch in anderen Punkten. Die 
Zahl der Schnittpunkte in &,,n7, ist vollkommen bestimmt. Sie ändert 
sich nicht, wenn wir „4%, das ja auf viele verschiedene Arten gewählt 
werden kann, anders wählen, da die Entwicklung von 4, in der Umgebung 
von &,,7, soweit vorgeschrieben ist, daß die Anzahl der in Rede stehenden 
Schnittpunkte vollkommen bestimmt ist. Die anderen Schnittpunkte von 
A; mit ®, sind dagegen weder ihrer Lage nach noch ihrer Zahl nach von 
vornherein bestimmt, sondern werden es erst, wenn 4, in bestimmter Art 
gewählt ist. Ferner bleibt bei einer erlaubten Änderung von 4; der 
Wert von s-4# und damit in (92.) der Divisor A"... unverändert, 
während sich #4 und damit s4/ ändern. Daraus schließen wir, daß den 
Schnittpunkten, die die ®, mit 4; im Punkte &,,n, gemeinsam haben, der 
singuläre Divisor (sA,)®" (sA,)*" ...(sA,)"" seine Entstehung verdankt, 
während der Divisor s.4f; den anderen noch vorhandenen Schnittpunkten 
der 8, mit 4 entspricht. Die Zahl der Schnittpunkte, die 8, mit 4 
im Punkte $,,7, gemeinsam hat, ist aber f,. Ist also b, in der Ah-ten 
Potenz in (sA)F} (sA,)** ...(sA,)"” enthalten, so ist nach Nr. XIV 
h= Bull, 1] + Ball,2] ++ Bull,m]. 
Andererseits ist aber b, in W, in der Potenz «, enthalten und daher 
h=o,lt,1]+ a3[?,2]+ ++ «,,[?,m]. 
Danach haben wir die Gleichung 
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af? .Al= 3 2,f1,47. 
=ault; ] Pl ] 


Das ist aber die zu beweisende Gleichung (90.) 

Damit ist Satz 3 in allen Teilen bewiesen. Dadurch haben wir 
auch die Berechtigung gewonnen, den Begriff des Divisors und der Äqui- 
valenz zu verallgemeinern. Unter einem Divisor können wir jetzt das 
Produkt von irgendwelchen Primteilern in ganzzahliger Potenz verstehen, 
ohne darauf Rücksicht zu nehmen, ob die ın einem Divisor enthaltenen 
Primteiler sich alle auf z,y oder alle auf $&,n7 beziehen. Wir wollen also 
auch solche Divisoren zulassen, in denen sich die Primteiler teils auf z,% 
und teils auf $,n beziehen. Zwei solche Divisoren nennen wir dann äqui- 
valent, wenn ihr Quotient unter Benutzung der Formeln (I.), (II.), (III.) 
der Nr. VIII in einen Divisor verwandelt werden kann, der einer Funktion 
des Körpers (z,y) oder (5,7) entspricht. Nach den Sätzen 1, 2, 3 erfüllt 
diese Definition die Bedingungen, die man an die Äquivalenz stellen muß, 
nämlich die Bedingungen: Jeder Divisor ist sich selbst äquivalent. Sind 
zwei Divisoren einem dritten äquivalent, so sind sie untereinander äquivalent. 

Wir können dann die Sätze 1, 2, 3 zusammenfassen in den einen 

Satz4: Das Symbol (D,,Q0,) ändert sich nicht, wenn man &, und 
Q, durch ihnen äquivalente Divisoren ersetzt. 

XIX. 

Durch die Benutzung der bewiesenen Sätze kann man mannigfach e 
Gleichungen zwischen den eingeführten Größen ableiten und auch mannig- 
fache neue Sätze. Aber alle diese Formeln und Sätze finden ihren ein- 
fachsten Ausdruck eben in Satz 4. Ich will hier einige dieser Formeln 
herleiten und will dabei Bezug nehmen auf die Arbeit von A. Clebsch über 
die Cremonasche Transformation*) und, soweit das geht, diejenigen Formeln 
und Sätze angeben, die den dort angegebenen in der allgemeinen Theorie 
entsprechen. 

Es war 


IR. N 

dı 

wo 9 und 9, von der Ordnung (a,,5b,) und ft und $, von der Ordnung 
(a,,b,) waren. Wir wählen &, und r, so, daß die Zähler von &—&, und 





*) A. Clebsch, Zur Theorie der Cremonaschen Transformation. Math. Ann. Bd. 4. 
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—n, durch keinen singulären Primteiler teilbar sind, und bezeichnen den 
Zähler von &—$, wieder mit A) und den von n—n, mit M/. Bedenken 
wir, daß wir ın (9,,0,) äquivalente Divisoren für einander setzen dürfen, 
und daß (0,,0,) immer dann gleich Null wird, wenn der eine der Divi- 
soren Q,,Q, von der ersten Art und der andere von der zweiten Art ist, 


so haben wir 





(9,9) = 24, 5,= (9 — 59:9 — HH)= Ge= BER j>' — 5 9) 


‚ ‚a0ı a0? 0% ‚0 ’ 7 o’ 
= (A,,A,®Bı DB, ed) el %)= zb 0,. 


In derselben Weise kann man (8,$)=2a,b, berechnen. Ferner 


9) m) MR 
‚1 - 8 ac Om ’ 
=1+2ub, = (9-59. ,g- a) B, AERT « ‚M,) 


== ] 
+20b. 


Nehmen wir zu diesen Gleichungen die analogen Gleichungen, die sich 
hieraus durch Vertauschen von z,y mit $,n, also durch Vertauschen von 
0,5,,%5,,0,7,0,5 mit bb, a,b, ma, = 0, 0, U 

ergeben, so haben wır das Gleichungssystem 
oa =2b,b,, 27,09=24,0, 


(a.) J‚20b =2a,b,, Znb=2a;zb,, 





20,4= ua = 20b= en b’=ab+a,b,—1. 


Hierzu bilden wir noch die Gleichungen, die ausdrücken, daß die 


Kurven 


F—kF=0, @—k@G=0, H—kH,=0, K—kK,=0 
bei beliebigem %k vom Geschlechte Null sind. Es ist z. B. die Gleichung 
F—kF,=0 ersetzbar durch die Gleichung &—k=0, also sicher vom Ge- 
schlechte Null. Wir betrachten die Kurve F*—kF,=0. Diese istin&und 7 
von der Ordnung (a,,P,)=(b,,a,). Bezeichnen wir demnach die Ordnung 
des Doppelpunktdivisors von F—kF,=0 mit 2d, so ist 
(93.) (b,—-1)(,—1)—-d=0. 

Die Kurve F—kF,=0 kann aber für beliebige %k nur ınehrfache Punkte 
haben in den Punkten, wo F=0 und F,=0 sich schneiden, also in den 
Fundamentalpunkten. Wir betrachten wieder den Fundamentalpunkt &,,7o, 
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zu dem die Primteiler a,,a,,...a, gehören. Setzen wir $—-,=u,n—n=®, 
so stimmen, wie wir in Nr. X und XI gesehen haben, die Entwicklungen 
der Wurzeln » von F—kF,=0 nach Potenzen von uw in der Umgebung 
der Stelle &,,70; d.h. v=v=0, mit denen von 
AAy Ar=0 

in den Anfangsgliedern überein, soweit diese von k unabhängig sind, und 
in dem auf diese Glieder folgenden Gliede ın dem Exponenten von u. 
Man kann daher zur Berechnung der Ordnung des Doppelpunktdivisors 
die Entwicklungen der Wurzeln von 4; Ay Ag = 0 benutzen, muß aber 
die Wurzeln von 4,=0 natürlich /,-mal zählen. Die Berechnung ist aus- 
zuführen nach den Methoden, wie sie z. B. auseinandergesetzt sind bei 
Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln 
(Leipzig 1902), 23. Vorlesung. 

Ich will mich hier darauf beschränken das Resultat anzugeben. 
Es war A, definiert durch (vgl. Nr. X) 


a, Go 


(94.) A,= Norm (v—a,u° —a,u° —...—tu®). 


u 


Es ist also A, eine ganze rationale Funktion von u und v vom Grade « 
in v» und «, in u; oder der Grad von A, ist (@,,c). Wir wollen jetzt 
unter der Voraussetzung, daß die 4, alle nach Art der Formel (94.) ge- 
bildet sind, allgemein die Ordnung von 4, mit (a;,a/’) bezeichnen, also 
auch die von 4, mit (a\,«,) statt mit (@,,«). Entsprechend bezeichnen 
wir die Ordnung von B, mit (#,ß;). Dann ergibt sich als der Beitrag, 
den der Fundamentalpunkt &,,7, zu der Ordnung des Doppelpunktdivisors 
liefert, der Wert 


1...0 1... 

< 1. [2,1]+%[4,2]+ + 1,1%; el — = (+ —]1), 
wo wir unter dem ersten Summenzeichen auch noch die Glieder /,,,[4,0+1] 
+ ++++1„[%, m] hinzuschreiben können, da [A,u]=0 für A<o und u>e. 
Und daraus folgt als Ordnung des gesamten Doppelpunktdivisors 


l...m 1... 
2d- 2 7(h[a,1]41[2,2]++m[a,m])— lit 1). 
Es war aber ,=a/’, und nach (47.) in Nr. XIV ist die Summe unter dem 
ersten Summenzeichen gleich o,. Danach folgt aus (93.) 
26, —1)(.-1)=- 20a — 2a, (+ ei —]). 


Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 4. 
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Vergleicht man dies mit den Gleichungen (a.), so erhält man die erste der 
folgenden Gleichungen, zu der ich die analogen sogleich hinzufüge, die sich 
daraus ergeben, daß auch die Kurven @—kG,=0, H—kH,=0, K—kK,=0 
vom Geschlechte Null sind: 

i Fate a —1)=2(b,+b,—1), zb, (+ —1)=2(,+b,—1), 
(a‘.) Ei @tgD-2ata1), ZEHN) 1). 


Die Gleichungen (a.) und (a’.) entsprechen den Gleichungen (1.) von Clebsch. 
Wir haben ferner die Gleichungen (82.) und (83.) der Nr. XVIII 


(b.) - 0, Pa= ta et En, = tt 
wo (&,) und (&,) Einheitssysteme sind. 

Diese Gleichungen entsprechen den Gleichungen (4.) und (6.) von 
Olebsch. 

Unter Benutzung der Gleichungen (a.) und (b.) können wir nun den 
Nachweis führen, daß die Anzahl der singulären Primteiler a, gleich der 
Anzahl der singulären Primteiler b, ist. Wir haben zwar bei unseren 
Untersuchungen die Richtigkeit dieses Satzes von vornherein angenommen, 
jedoch haben wir nie wesentlichen Gebrauch von dem Satze gemacht. 
Nehmen wir an, die Zahl der a, sei m und die Zahl der b, sei m’, so 
bleiben alle Überlegungen ganz unverändert bestehen. Es werden die 
[?,k], (a,,a,), &,; Systeme von m” Größen, die [?,k], (b,,b,)’, &, solche von 
m” Größen, die @,;,,/;, werden Matrizen vom mm’ Größen. Alle Gleichungen 
bleiben unverändert bestehen, Setzen wir in den Gleichungen (b.) «=% 
und summieren dann über k, so bekommen wir unter Benutzung der 
Gleichungen (a.) 

2 Cußa=m+ > 4,0. + = a r,=-m+2(lu,b+@b)—2, 


z Bi = m’ + = bo, + = b’r,+ m’+ 2(a,b, + a,b,) —2. 


Da in diesen Gleichungen die linken Seiten sich nur in der Bezeichnung 
der Summationsbuchstaben unterscheiden, so folgt 

m = m, 
also der behauptete Satz. Dieser Satz tritt an die Stelle des von Ülebsch 
angegebenen Satzes, daß die Zahl der Fundamentalpunkte in beiden Ebenen 
dieselbe sei. Daß dieser Satz allgemein nicht richtig ist, zeigt das Beispiel 


am Schlusse der Arbeit. Der Satz wırd wieder richtig, wenn man über- 
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einkommt, jeden Fundamentalpunkt so oft zu zählen, als Primteiler zweiter 
Art zu ıhm gehören. 

Den von Clebsch mit «@, bezeichneten Größen entsprechen hier die 
Größen «, und ?;,, die durch die Gleichungen (b.) mit einander verbunden 
sind. Wir können hier das Produkt der Determinante «, und /,. ın 
ähnlicher Weise berechnen wie Clebsch das Quadrat von «,, berechnet. 
Unter Benutzung der Gleichungen (b.) wird nämlich 


‚’ „ f ’ „ ‚ „ 
a0, +4 n+1 m10+a, 7; 4,9, T74, T3 .. 
2 I _ 980, +0a Tr, As05+4, 15 +1 50, +a, T;, ... 
ik ; ie] ’ „ ’ zZ ’ „ 
4; 0,743; T} A305 743 Tz 130544; T3+1 ++» 
Die Determinante auf der rechten Seite bezeichnen wir mit 4(1,2,...m). 


Wir zerlegen sie in die Summe von drei Determinanten, die aus 4(1,2,...m) 
dadurch hervorgehen, daß man die erste Vertikalreihe ersetzt der Reihe 
nach durch 1.) a/o,, &0,,...0,0, 2) & 7,& T1,..0,7T,, 3) 1, 0,...0. 
Von diesen drei Determinanten ist die erste durch o, teilbar, da die erste 
Vertikalreihe es ist. Wir bezeichnen diese Determinante mit 0, 4,, die 
zweite, die durch r, teilbar ist, bezeichnen wir mit 7, .4,. Die dritte re- 
duziert sich auf eine Determinante (m—1)-ten Grades, die gerade so 
gebildet ist wie 4(1,2,...m), und die daher zu bezeichnen ist mit 
A(2,.3....m). Wir haben also 
I(1,2,...m)= 0, A4,+7T,4,+ 4(2,3,...m). 
Der Determinante /, können wir dadurch, daß wir die der Reihe 
nach mit 0,,9,,... 0, multiplizierte erste Vertikalreihe der Reihe nach von 
den folgenden Vertikalreihen subtrahieren, die Form geben 


[4 4 „ (ZG 
14 „ „ „ 
As Ag Tat1l a, T; do T, . 
1 m ’ „ (73 77 
u Ad, As T5 4; +1 a, rt, ... 
’ „ [7 7} . 
Ad, GA, To A, T; ad, T, +1 »»- 


. * [2 ® . . [2 ° [2 . [2 


In dieser Determinante dividieren wir die erste Horizontalreihe durch «’’ 
und multiplizieren die erste Vertikalreihe mit a). Dann subtrahieren wir 
der Reihe nach die der Reihe nach mit az',a,,...a, multiplizierte erste 
Horizontalreihe von den folgenden Reihen. Setzen wir zur Abkürzung 


[4 74 H , 
(dt, dl; zer u; d;. — (ir — — Gy; 


40" 
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so bekommen wir 








4, T,T;T, 
45, 1 00 
Id=\4,010 
0,0 O1 
oder 
I = Tpdgı — Tzdgzı — 7 — Ty Ay 


Ganz ebenso findet man 


I,=a + Oggy + 0395, ++ 0, Anı- 
Also ist 
4(1,2,...m)=10, +9 nn — (9, —0T,)Qy, — + — (0,7, —T,0,) Q,ı 
+ 4(2,3,...m) 
oder, wenn wir noch setzen 
I, - 9, u =0y4=— On; 
4(1,2,...m)= 5, + nr +20;a,+ 4(2,3,...m). 
In dieser Gleichung hängt 4(2,3,...m) vom Index 1 gar nicht ab. Die 
Determinante 4(1,2,...m) hängt aber von den Indizes symmetrisch ab. 
Daraus folgt, daß wir setzen können 


‚ „ 1 x 
4(1,2,...m)=&(a,0,+@, tz &Gntark, 
wo die zweite Summe rechts über A und u unabhängig voneinander (daher 


der Faktor =) von 1 bis m zu erstrecken ist, und wo k nicht mehr von 


den Indizes abhängt und eine absolute Zahl sein muß. Da aber für 
o,=1r,=0 sich links 1 und rechts % ergibt, so folgt für %k der Wert 1. 
Benutzen wir noch die Gleichungen (a.), so folgt 


&r Ba =I(1,2,...m)=2(a,b, +a,b,) + gZ9nn—l. 
Es ist | 
2010,=2(0,%, —017,)(a,0/ a, a) 
zn 2 0,4, 270 —20, a, 27,0, + 20,027, a, u. 0a, zT, a), 
oder nach den Gleichungen (a.) 
= 2lab, +a,b,—1)’—8a,%b,b;. 


Daher wird 
@r* Pi =2 (ad; + a,b,) + (a,b, + a,b, — 1)’ —4a,a,b,b,—1, 
(c.) Ri Bir = (a,b. — a,b)”. 
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Diese Gleichung entspricht der Gleichung (7.) von Ülebsch. Die Deter- 
minante |e,, -|ß,,; kann nach Formel (c.) sehr wohl gleich Null werden. Es 
gibt sogar Transformationen, bei denen a=a,=b,=b,. Solche sind z. B. 
die von Ülebsch betrachteten im allgemeinen. Die Gleichung (c.) steht aber 
trotzdem nicht im Widerspruch zu der Formel (7.) von Clebsch. Bei den 
Transformationen, die Clebsch betrachtet, ist nämlich der Punkt z=y=x 
immer ein Fundamentalpunkt. Da dieser aber ganz unbeachtet gelassen 
wird, so sind auch die sich auf ihn beziehenden Größen «,, nicht in die 
‚Determinante aufgenommen. 

Es ist N=%—k%, von der Ordnung b,,b, (siehe Nr. XVI), also 

Ute AM”. 

Nach den Formeln (39.) und (40.) der Nr. XIII und (I.), (II.), (III.) der 
Nr. VIII ist 


DD Re 


Da äquivalente Divisoren wieder in äquivalente übergehen, also ın dem 





Primteiler zweiter Art übereinstimmen, so ist 

(A) (SM): = (SU)” (U) --- (SA, )’m 
woraus sich durch Vergleich der Exponenten von b, rechts und lınks die 
erste der folgenden Gleichungen ergibt, zu der wir sogleich drei andere 
analog gebildete hinzufügen: | 





[ 0, x Br: + 0, mr = d5 0, + bı Tr: 

(d.) N Fre + Tl kt, 
Put aha tt Amt bt, 

Tßu + Tr, Per Fe. 4+ de —= (1,0, +b,T;. 


Diese Gleichungen entsprechen den Gleichungen (2.) von Ülebsch. 
XX. 


Ich wıll, soweit das nicht schon in der vorigen Nummer geschehen 
ist, noch kurz auf die Sätze eingehen, die Clebsch in seiner Arbeit angibt, 
und sehen, wie weit sie im allgemeinen Falle gelten. 

Olebsch gibt an (Seite 492 oben), Fundamentalkurven schneiden sich 
nur in Fundamentalpunkten. Dieser Satz ist allgemein nicht richtig, wie 
das Beispiel am Schlusse zeigt. Wir können nur sagen: 

a) Auf jeder Fundamentalkurve liegt mindestens ein Fundamental- 
punkt. 


In unserer Bezeichnung sagt dieser Satz aus, es ist für jedes ®,.4, 
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sBß, +1, sW;+l1. 
Wäre z. B. s®,=1, so wäre für jedes A=1,2,...m 
Pu=0. 
Dann würde aus der zweiten der Gleichungen (b.) der vorigen Nummer 
folgen für ?=k 
(95.) borbun+1l=0, 
was unmöglich ist, da die Größen b;,o;,bj r; nicht negativ sein können. 
Es gilt auch der Satz, der die Umkehrung von a) darstellt, nämlich 
a’) Durch jeden Fundamentalpunkt geht mindestens eine Funda- 
mentalkurve. 
Das besagt, es ist nicht für alle =1,2,...m 
@,=0 oder P,=0. 
Wäre etwa das erste der Fall, so würde wieder aus der zweiten der 
(leichungen (b.) der vorıgen Nummer für :=% die Gleichung (95.) folgen. 
Ferner gibt Clebsch auf Seite 492 den Satz an, die k-te Funda- 
mentalkurve der xy-Ebene geht ebenso oft durch den :-ten Fundamental- 
punkt der &n-Ebene wie die <-te Fundamentalkurve der &n-Ebene durch 
den %k-ten Fundamentalpunkt der xy-Ebene. Auch dieser Satz bleibt 
nicht richtig. Der Satz, der an seine Stelle tritt, ist der Satz, der durch 
die Formel (87.) der Nr. XVIII ausgedrückt ist, nämlich durch die Formel 
(e.) (4,58,)= (sU;,b;). 
Beide Sätze geben einen Zusammenhang zwischen Fundamentalpunkten 
und -kurven der einen Ebene und den ihnen entsprechenden Fundamental- 
kurven und -punkten der anderen Ebene. Auch gibt (e.) sofort den von 
Olebsch angegebenen Satz, sobald man die einfachen Voraussetzungen von 
Olebsch einführt. Der in (e.) enthaltene Satz läßt sich auch geometrisch 
deuten. Doch will ich das dem Leser überlassen. 
Dem weiter unten auf Seite 492 von Ülebsch gegebenen Satz 1) 
muß bei unseren Voraussetzungen folgende Fassung gegeben werden, wenn 


er richtig bleiben soll: 
b) Die Kurven, die Bilder von Parallelen zu den Koordinatenachsen 
sind, werden von Fundamentalkurven nur in Fundamentalpunkten geschnitten. 
Der Satz: 
c) Die Fundamentalkurven sind vom Geschlechte Null. 
bleibt bestehen, wie schon in der vorigen Nummer angegeben. 
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Der von Clebsch noch angegebene Satz 4 hat kein Analogon. Ob 
der Satz, den Ülebsch am Schlusse seiner Arbeit beweist, ein Analogon hat, 
kann ich leider nicht sagen. Es ist folgender Satz: Bedeuten r, die Ord- 
nungen der Fundamentalkurven in der einen Ebene und s, die Ordnungen 
der Fundamentalkurven in der anderen Ebene, so sind die Zahlen, die angeben, 
wieviele unter den r, immer einander gleich sind, abgesehen von der Reihen- 
folge gleich den Zahlen, die angeben, wieviele von den s, immer gleich sind. 

Zum Schluß sei noch kurz die Frage behandelt, welches die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür ıst, daß aus zwei Gleichungen 

F(€,n) . GE,n) 
Ban) GE)’ 
in denen die F und @ ganze rationale Funktionen der &, 


(96.) 


; sind, auch 
umgekehrt 5 und n als rationale Funktionen von x,y folgen. 

Lassen sich $ und »; nicht rational durch z,y ausdrücken, so gibt es 
immer eine dritte rationale Funktion z von $,n, so daß durch z,y,z alle Funk- 
tionen des Körpers (5,7) sich rational ausdrücken lassen. Zwischen z,y,z 
besteht dann eine algebraische Gleichung. Ist diese in z vom Grade n, so 
schneiden sich zwei Ebenen z=konst, y=konst in n Punkten der durch 
die Gleichung zwischen x,y%,2 definierten Fläche. Bezeichnen wir also 
wieder den Zähler von c—k mit £, und den von y—/ mit M,, wo %, und 
M, nur Primteiler in bezug auf z,y enthalten sollen, so ist (2,,M,)= n. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß auch &,») rationale 
Funktionen von z,y werden, ist die, daß die Gleichung zwischen x,y.2 
in z vom ersten Grade ıst, daß also n=1 oder 

(&,M)=1 

Benutzen wir die Gleichungen (49.) der Nr. XIV und bedenken, 

dab (%,M)=(L,M), so folgt 
(97.) a,b,+ 4b, +20, z,(0,,a,)=1. 

als die gesuchte Bedingung. In dieser Gleichung sind alle Größen zu 
berechnen, sobald dıe Funktionen (96.) gegeben sind, und zwar ohne daß 
man nötig hat die Gleichungen (96.) etwa nach &,n aufzulösen. Durch 
Benutzung der zweiten der Gleichungen (58.) der Nr. XV und der Gleichung 
(48.) der Nr. XIV können wir unserer Bedingungsgleichung (97.) die Form 


geben 


a,b,+ a,b, em a, ‚fi,0]= 
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eine Gleichung, die einfach aussagt, daß die Zahl der beweglichen Schnitt- 
punkte der beiden Kurvenscharen 
F($,n)—kF($,n)=0 und 6,($5,n)—1@($,n)=0 


gleich 1 sein muß — ein Resultat, das geometrisch sofort einleuchtet. 


XXI. 

Werden z und y für 8,=0 zu 2,,%,, so sind die Funktionen F—,F, 
und @—y,@, durch B, teilbar, wenn wie früher B,($,n) diejenige ganze 
rationale Funktion von &,n ist, deren Zähler 8, ist. Entwickeln wir also 
%—z, und y—y, nach Potenzen von B, mit Koeffizienten, die algebraische 
Funktion von 5 sind, so haben wiır 

<—%=aB:+@B}+:-, y—y%=b,B} +b,B}’ ++. *), 
wo die e und Öd' ganze positive Zahlen und wo 0<s,<#,..., 0O<I,<d..... 


Daraus folgt, daß die Funktionaldeterminante Den durch 2, teilbar wird. 


Untersucht man noch die Stellen, wo z,y,$,n unendlich werden, so ergibt 
sich das Resultat: Es läßt sich De) ın der Form darstellen 














D(£,n) 
2. Diz,y)_ WEB. Bm d?M? BAM” 
( .) D(£,n) ca 2’? E }e 3 


wo 8 zur Abkürzung eingeführt ist. Hierin sind die /,; alle größer als 0. 
Der Einfachheit wegen nehmen wir an, daß 
s1=sM=sL2=M=1. 
Das läßt sich durch eine lineare Transformation immer erreichen. Es ist dann 





id MW. 8 
u M = Mm’ >> 
wo gesetzt ist 
(99.) = bEebße..böm. 
Mit diesen Gleichungen folgt aus (98.) 
2 nyı’2 2 2 
(100.) D(a,y)_ bs8 Aa”M” bA’M 








D(E,n) s&?sM? EM a em’ 


wenn gesetzt wird 





*) Es sei hier folgendes bemerkt: Durch Elimination von B, kann man aus 
diesen Gleichungen y—y, als Potenzreihe von <—x, darstellen, deren Koeffizienten 
von £ abhängen. Bricht man diese Entwicklung mit dem ersten Gliede ab, dessen 
Koeffizient von & wirklich abhängt, und ersetzt diesen Koeffizienten durch t, so hat 
man die Entwicklung, die uns den Primteiler b, definiert, also eine Wurzel der Glei- 
chung B, =. 
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sl’? sM: 
01. ne DEE. 
(101.) a m: 
Setzen wir 
(102.) a= taz? am, 
so folgen aus (101.) die Gleichungen 
(103.) 0, =20,+27,— 2, Pu 
Aus Symmetrierücksichten bestehen dann auch die Gleichungen 
(103°,) P,=20, +27, — 30,0... 
u 


Setzen wir den Wert von «, aus (103.) in (104.) ein, so erhalten wir 
unter Benutzung der Gleichungen (b.) und (d.) der Nr. XIX 

2 P,(b0,+b 7,)=20,(a+a,—1)+27,(b,+b,—1). 
Diese Gleichungen für die #, bestimmen die /, im allgemeinen nicht, da 
die Determinante der Koeffizienten gleich Null sein kann und sogar für 
m_3 immer identisch verschwindet. Die entsprechenden Gleichungen be- 
stehen natürlich auch für die «,. Die Gleichungen lassen sich leicht noch 
auf andere Weise bestätigen. Wir können sie schreiben 


0,(2Pıbi—2a,—2a,+ 2)-+ (2 Pb; —2b,—2b,+ 2)= 0. 


Hieraus kann man schon erwarten, daß die Faktoren von 0’ und z/ einzeln 
Null sind. Das ist nun tatsächlich der Fall. Aus der Gleichung (98.) 
folgt nämlich die Äquivalenz 
A? MBH BE. BLM”. 
Also ıst 
(BABE... Br 1? MR, M/)= (LM, M’), 

2,6 +2=2a,+2a,. 
Analog folgt 

zb +2=2b,+2b,. 
Vergleicht man diese Gleichungen mit den Gleichungen (a’.) auf S. 304, 
so wird man zu der Vermutung geführt, daß die einfachen Gleichungen 

(104.) «= + —1l, A=Atßi—]1 

bestehen, wo (e/.«; ) die Ordnung der Eichfunktion 4, von a, und (P;,P% ) 
die Ordnung der Eichfunktion B; von b;, ist. Die direkte Berechnung der 
Exponenten «,,ß; unter Berücksichtigung der Anmerkung auf Seite 310 


bestätigt diese Vermutung. 
Journal für Mathematik. Bd. 138. Heft 4. 4] 
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Die Klassen 
(105.) W-(L’M’, (W)=(14”M) 
werden als Differentialklassen bezeichnet, die eine für x,y, die andere für 


&,n. Aus der Gleichung (100.) folgt, da eine Funktion des Körpers 





xz,y oder &,n ist, 
(106.) RboRWa. 


Die Differentialklasse ist also bei birationalen Transformationen nicht in- 
variant, wie das bei algebraischen Funktionen einer Veränderlichen der 
Fall ist. Weiter folgt 

(Wh, Wh) (Wa,Wa) oder (W,W)+(b,d)=-(W,W)+ (a,a). 


Da (WB, R)=-(W,W)=—4, wie man durch einfache Ausrechnung findet, 
so ıst 
(107.) (b,b)=(a,a). 


Diese Gleichung läßt sich aber auch direkt nachweisen durch Benutzung 
der für die 2, und «, abgeleiteten Gleichungen (103.) und (103°). Doch 
will ich das dem Leser überlassen. 


XXI. 
Zum Schluß will ich kurz ein einfaches numerisches Beispiel geben. 
Wir gehen aus von den Gleichungen 


BEER, van EA _@-Ma-—H _ 6 
-(108.) a Bes; 5, y= = = 





die nach $,n aufgelöst ergeben 

2 +y H (2 + y)® K 
z@+1) HB’ ""w@tı) K, 
Die Ordnungen der Funktionen F—KkF,, @—1@G,, H—zH,, K—ıK, haben 
wir der Reihe nach bezeichnet mit (a,, }), (%, Ps), (a,,d,): (a,,b,). Es ıst 
also 


(110.) 


(109.) = 


a=2,P,=21 u=3,9,=2; 
a=2,b,=1; ,=3,b=2. 
Wir betrachten weiter zunächst die Gleichung 
(111.) F—-kF, =n—#—k#=0,. 
Diese hat von k unabhängige Nullstellen im Punkte $=n=0 und S=n=x. 
Die Gleichung 


int 
Es 
23 
Br 
+ 
E53 
2 
& 
% 
A 
63 
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(112.) GIG =(n-&)(n—5)—IF=0 
hat auch nur an diesen Stellen von 2 unabhängige Nullstellen. Es gibt 
also in der &n7-Ebene nur die beiden Fundamentalpunkte $=n=0 und 
g=en=X. 
Im Punkte &=n=0 haben wir 
F—kF ,=n——k#, 
also nur die eine Wurzel 
n=&(1—k) 
und danach als Eichfunktion für einen Primteiler zweiter Art, den wir 


mit a, bezeichnen. 
A,zn—t®. 
Ferner wird 
= (N) E+)m5-18+0.). 
Die Entwicklungen brauchen, wie wir wissen, nur fortgesetzt zu werden 
bis zum ersten Gliede, das vom Parameter ! abhängt. Der erste Faktor 
von G@—I1@G, führt wieder zu A,. Der zweite Faktor definiert einen neuen 
Primteiler zweiter Art, den wir a, nennen. Seine Eichfunktion ist 
A=zn—e—tE. 

Andere Primteiler zweiter Art liefert uns die Stelle &=n=0 nicht. 

Wir setzen, um die Stelle &=n=®x zu untersuchen "=, 7"=n. 
Dann haben wir aus (111.) die Gleichung 


(113.) Y(1+k)—*=(1+k)( ——=—)=0, 
also als Eichfunktion für einen dritten Primteiler a, zweiter Art 
A, sn —t2”., 


Aus (112.) bekommen wir 


’ ‚Ed &‘) &3 ’ £ ’ 2 3, 
u EEE 1 ee u nen. — u REN 


Dies liefert uns zwei neue Primteiler zweiter Art a, und a,. Ihre Eich- 


(114.) 


funktionen sınd 
Azn—tE, A,=n—i”?—tE”, 


Weitere Primteiler zweiter Art in bezug auf $,n gibt es nicht. 
Wollen wir sehen, was aus x und y wird für ,=0, so haben wir 


zunächst in (108.) für 7 den aus A4,=0 folgenden Wert zu setzen und 
dann nach gehöriger Reduktion $=0. Das gibt 


41* 
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z=t—1l, y=—f(t—]), 
so daß für aa=0 zwischen x und y die Gleichung £+y=0 besteht. Da- 
nach ist X, der Zähler von z+y und also a=1,a/=1. Entsprechend 
sind 4,,...X, zu bestimmen. Man findet so 
Arc ty=0,31=1l,a=l, r2=0, gel, =0, 
(115.) y=o, al=0,a’=1l, Wz+l=0,a=1,a/=0, 
w=0, sel, =0, 
Um die Größen [k,?], @,k=1,2,...5) zu bestimmen, haben wir 
folgendes zu beachten. 
Es ıst [1,3]=[1,4]=[1,5]=0, weil die Primteiler a,,a,,a, nicht 
zu derselben Stelle gehören wie a,. Ebenso ist [2,3]=[2,4]=[2,5] = 0. 
Um [?,&k] für (,k=1,2) zu bestimmen, haben wir den Wert von n aus 
A, =0 ın A,(t,) einzusetzen und zu sehen, durch welche Potenz von $ 
— die in Betracht kommenden Wurzeln schreiten hier nach ganzen Potenzen 
von 5 fort — 4A,(t,) teilbar wird. So finden wir [1,1]=2,[1,2,]=[2,1]=1, 
[2,2]=2. Bestimmen wir die übrigen Größen [?,%] ın analoger Weise, so 
bekommen wir 


2192%90%8 
12000 
(116.) (G,k))=|0o 0o 2 ı 2, [.k]=3. 
ooı1aı 
00213 
Da ((a,,a,)) das reziproke System zu (—[?,k]) ıst, so folgt 
I; - 0.0 “ 
Er 
(117.) (,0))=| ? ? - 
“u ge ea 
0 001-0 


Wollen wir o, bestimmen, so haben wir ın (111.) den Wert von 
n aus 4,=0 einzusetzen und zu sehen, durch welche Potenz von & 
F—kF, bei beliebigem & und t teilbar wird. Das gibt o,=2. Um z, zu bestim- 
men, haben wir in der Funktion (114.) für 7’ den Wert aus 4,=0 einzufüh- 
ren und zu sehen, durch welche Potenz von 5’ die Funktion dann teilbar wird 
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bei beliebigem 2 und i. So finden wir 7,=3. Ebenso sind die anderen 
o und z zu bestimmen. Wir bekommen so 


(118.) 0,=2, o„,=-1,,=2,0,=1,0,=2, 


=3,.,.=23,.,=3,7,=2,7,=4. 

Wie wir mit der $n-Ebene verfahren sind, können wir auch mit 
der xy-Ebene verfahren. Ich gebe nur die Resultate an. Wir haben hier 
drei Fundamentalpunkte, nämlich 2=y=0; z=—l, y=+1l; s=y=x. 
Zum ersten gehört ein Primteiler b,, zum zweiten gehören zwei, b,,b,, zum 
dritten auch zwei, b, und b,. Die Eichfunktionen sind, wenn z”'=xr’ und 
y'=y' gesetzt wird, 


B,=y-—ts; 
B,=y—l1—(s+lt, B=(y—-’—(e+l)F; 
B,=zy —ta”, B,=y"”—t"«”. 


Bei b, und b, tritt der Fall ein, daß die Größe ? nicht selbst eine Funktion 
der Körper ®, und %, ist. Z. B. wird für b,=0 

=, nef. 
Es werden also für b,=0 alle Funktionen rationale Funktionen von t”, 
so daß erst ti” eine Funktion des Körpers ®, ist. Für die ®, finden wir 


in ähnlicher Bezeichnung wie oben bei den %;: 


Bertha; Brn7=0, K=0, el; 





(119.) £ . i Z 
ne Sun, be1,5=0; Br n=n,d=0,5 =1; 
ua, et, 
Ferner 
10000 
0 1100 
(120.) (B,ky)=|o ı 2 0 0|, |[ß,k/|=3, 
00 3| 
0 6 
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oh=1, %=1, o%=1, ,=2, 0/=3; 
7=2,5=1l,%=2, Uü=3, o7=6. 
X, ist der Zähler von x+y. Als zugeordnete Funktion für die 

Stelle <= %=0 können wir nehmen x-+y. Setzen wir hierin den Wert 
von y aus B,=0 ein, so bekommen wir 

z+y=z(l-+t), 
also ist X, teilbar durch bi oder es ist «,„=1. Für die Stelle = —1, 
y=1 können wir als zugeordnete Funktion nehmen 

Hl) +Ww—l). 
Setzen wir hierin den Wert von y aus B, ein, so bekommen wir 

(+1) + (y—1)= (+) (+1) +2). 

Es wird also die zugeordnete Funktion von X, teilbar durch (x+1)‘. Da 
in diesem Falle (+1): eine Funktion erster Ordnung ist, so wird 4, 
teilbar durch b;, d. h. es ist «@,;=1. Für die Stelle 2&=y= x wird, wenn 


(122.) 


—l 


wir setzen @'=r, Y'=y' 


Also können wir als zugeordnete Funktion von X, für die Stelle 2=y= x 
nehmen : x-+y. Führen wir hierin den Wert von y’ aus B, ein, so haben 
wir 

X +y=xr(l1+8"t). 
Es wird die zugeordnete Funktion von %, durch x’ teilbar. Da z’” eine 
Funktion erster Ordnung ist, so ist W, teilbar durch 65, d.h. es ist a,=2. 
In entsprechender Art sind die anderen «, und /, zu bestimmen. Man 


findet 

10001 
10010 

123.) (area) l 0 0 2 0, yl=—l 
11200 
22300 
22001 
Iı 100% 

(124) (Buße Ba)? 0 ı 2 0|, Bal-ı. 
10110 
30122 
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Aus den Gleichungen (108.) folgt 

Da.) __nm—E) _Bı Bed; 
D(s,n) e BB: 
Dies muß sich ın der Form darstellen lassen 


BP: B2: PER B% 2 m’ 
(126.) a —: 


(125.) 


In unserem Falle ıst 
=, MU, 
also 7 
sg ba... —h,h, MBH. 
Daher geht bis auf Primteiler zweiter Art & über in 8,9 und M in 
BB, d.h. es ist 


(127.) BB, WEB. 
Ferner ıst hier 
(128.) H=8, MR, 
Aus (125.) bis (128.) folgt 
BB... BHBEB B,B,B 
BB” BB 
also 
(129.) A,=1l, A=1, P,=2, P,=2, Pt. 


Da 2£,M, A, M’ hier zu den singulären Primteilern gehören, so läßt sich 
die Funktionaldeterminante durch singuläre Primteiler allein darstellen. 
Das ıst natürlich nıcht ımmer der Fall. 

Es ıst allgemein 


=. hd, =, 3" a" EA (3 j. 


Wır können also mit Benutzung der Tabellen (123.) und (124.) für die 


@, und /,, leicht angeben, was aus den ®, wird. So wird z. B. 


ICH Hnaia 


Ebenso kann man bestimmen, worin die anderen 8, bei der Transformation 
übergehen. Setzt man die gefundenen Werte in die Gleichung (125.) ein, 
so folgt 





De) _ WU Dem) _ Wa 





De, n) WU ° Da) WWW 
Es heben sich also, wie es sein muß, die Primteiler zweiter Art fort. 
Unter Benutzung der in (115.) angegebenen Bedeutung der 4; ergibt sich 
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De,n) _ (2 +y)° 
Day ra 


Die direkte Berechnung bestätigt das Resultat und gibt für die Konstante 
den Wert —1. 
Ähnlich, wie wir die 9 berechnet haben, oder einfacher nach Formel 
(104.) auf S. 311, können wir auch die « berechnen und finden 
(130.) =2,,=2,,=2,0,=1,0,=3, 
so daß wir die Gleichung haben 
6,6, ER- na, W. 
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I)“ Produkte aller Zahlen von 1— 10000 mit allen Zahlen von I— 10000 
in einer Multiplikationstafel so gegenwärtig zu haben, daß jedes dieser 
Hundert Millionen Produkte beim Aufschlagen der betreffenden Seite in 
einer fertigen und mit einem einzigen Blicke ablesbaren Lösung heraus- 
spränge, das wird ein am Raum scheiternder Wunsch zahlloser Rechner 
immer bleiben. Aber wenn man eine Annäherung an die Verwirklichung 
dieses Problems und eine ganz eminente Vereinfachung der Rechnung 
darin erblickt, daß man jedes Produkt zweier vierstelligen Zahlen oder einer 
drei- mit einer vierstelligen Zahl durch einmaliges Aufschlagen und ein- 
maliges Addieren zweier in der gleichen Vertikalreihe derselben Seite be- 
findlichen Ziffern erhält, dann bedeutet diese neue Tafel, die sich hinsicht- 
lich der Durchsichtigkeit und Klarheit der Anlage die Crelle’sche zum Vor- 
bild genommen hat, einen ganz bedeutenden Fortschritt. 
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